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١ فصل

مقدمات

علوم حت و مهندس علوم ، فیزی علوم به امروزه که آنچه اطراف، جهان پدیده های از بسیاری
اما م شوند. معادله ی به منجر شود بیان ریاض ل ش به وقت شده اند، معروف جامعه شناس
حد تا را شما فصل این در هستند. معروف دیفرانسیل معادله به اصطلاح در معادلات این از برخ
ل ش ما اطراف پدیده های در معادله ی ونه چ که این م کنیم. آشنا دیفرانسیل معادلات با خوبی

کنون اطلاعات که آنجا تا فصل این ابتدای در اما است. درس دوره این مباحث از خارج م گیرد،
ادعا این م دهیم. ارائه را دیفرانسیل معادلات یل تش ونگ چ از مثال م دهد اجازه ما و شما

است. مهندس علوم جمله از کاربردی علوم به ورودی درب درس دوره این که نیست گزاف
بستگ آن جرم میزان به اورانیوم رادیواکتیو ماده تجزیه میزان که دریافته اند تجربه به دانان فیزی

زمان از تابع m جرم آنگاه دهیم نشان m با را اورانیوم رادیواکتیو ماده جرم میزان اگر پس دارد.
t زمان در جرم میزان با متناسب t زمان در جرم میزان مشتق) (مفهوم تغییر آن آهنگ پس است.

م کنیم بیان زیر صورت به ریاضیات در را مفهوم این .m(t) یعن است

dm(t)

dt
∝ m(t).

م کند. تبدیل تساوی به را بالا تناسب k مانند ثابت که شده اند متوجه آزمایش و تجربه با دانان فیزی
داریم و م دهیم منف علامت ی k به است، کاهش حال در زمان گذشت با جرم چون طرف از

dm(t)

dt
= −km(t).

رادیواکتیو ماده جرم میزان معادله این حل و م گوییم اول مرتبه دیفرانسیل معادله ی آخر، معادله به
م دهد. قرار اختیارمان در باشد، ما نظر مد که زمان هر در را اورانیوم

م پردازیم. دیفرانسیل معادلات از زیادی گروه های حل نحوه به درس دوره این اعظم قسمت در
تعریف هایی به نیاز منظور این برای کنیم. بندی دسته را آنها که است نیاز دیفرانسیل معادلات حل برای
است. عموم ریاضیات درس با خوب آشنایی دانشجو، برای درس این نیاز پیش داریم. مقدمات
بالاتر، مراتب مشتق مشتق، حد، تابع، وابسته، متغیر مستقل، متغیر مفهوم دانشجو که است انتظار

باشد. داشته اطلاعات توابع چنین مشتقات و متغیره چند توابع از کم و گیری انتگرال
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اولیه تعریف های ١ . ١
م کنیم. آغاز زیر تعریف با را کار

متغیرهای به نسبت تابع مشتق های و تابع مستقل متغیرهای و تابع بین رابطه هر .١ . ١ . ١ تعریف
برای ” d

dx
“ یا “ ′” نماد از مواقع برخ ادامه (در م شود نامیده دیفرانسیل معادله ی مستقل

م کنیم). استفاده جزئ مشتق دادن نشان برای “fx” یا “∂” نماد از و معمول مشتق نوشتن

است. نشده ظاهر تابع و مستقل متغیر y′ = 5 دیفرانسیل معادله در .١ . ١ . ٢ مثال
مستقل متغیر با همراه تابع اول و دوم مرتبه مشتق y′ + cos x = y′′ + 3x دیفرانسیل معادله در

است. شده ظاهر
تابع خود و مستقل متغیر با همراه تابع اول مشتق dy

dx
+ cos x = y + 3x دیفرانسیل معادله در

است. شده ظاهر
و مستقل متغیر با همراه تابع اول و دوم مرتبه مشتق y′ + y = (y′′)3 + ex دیفرانسیل معادله در

است. شده ظاهر وابسته
مستقل متغیر به نسبت جزئ دوم مشتق ∂U(x,y)

∂y
− x∂2U(x,y)

∂x2 = yU(x, y) دیفرانسیل معادله در
ظاهر U(x, y) متغیر دو تابع خود و y و x آزاد متغیرهای و y متغیر به نسبت جزئ اول مشتق و x

است. شده

به را دیفرانسیل معادلات که است آن وقت شده اید آشنا دیفرانسیل معادله تعریف با که حال
کنیم. ارائه حل آنها از برخ برای بعدی فصل های در بتوانیم تا کنیم بندی دسته تری کوچ بخش های

باشد داشته مستقل متغیر ی فقط دیفرانسیل معادله ی در شده ظاهر تابع اگر .١ . ١ . ٣ تعریف
ی در شده ظاهر تابع اگر گوییم. معمول دیفرانسیل معادله ی دیفرانسیل معادله آن به آنگاه

دیفرانسیل معادله دیفرانسیل، معادله آن به باشد داشته مستقل متغیر ی از بیشتر دیفرانسیل معادله
گوییم. جزئ مشتقات با

ی y = f(x) تابع زیرا است. معمول y′ + y = (y′′)3 + ex دیفرانسیل معادله .۴ . ١ . ١ مثال
هستند. معمول y′ = 6 یا و y′′ = 3 sin x دیفرانسیل معادله های همچنین دارد. مستقل متغیر

با دیفرانسیل معادله ی ∂U(x,y)
∂y

− x∂2U(x,y)
∂x2 = yU(x, y) دیفرانسیل معادله .۵ . ١ . ١ مثال

معادله همچنین دارد. y و x مستقل متغیر دو z = U(x, y) تابع زیرا است. جزئ مشتقات
است. جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله ی ∂U(x,y)

∂y
− xy ∂2U(x,y)

∂x∂y
= U(x, y) دیفرانسیل

بندی دسته جزئ مشتقات و معمول دسته دو به را دیفرانسیل معادلات لحظه این تا .۶ . ١ . ١ داد قرار
و نداریم کار و سر جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل نحوه با درس دوره این در کرده ایم.
دیفرانسیل معادله از صحبت جا هر ادامه در م پردازیم. معمول دیفرانسیل معادلات حل به فقط
نظر صرف “ ”معمول کلمه نوشتن از مواقع برخ در که است معمول دیفرانسیل معادله منظور شد،

م کنیم.

معادلات این ظاهر و ل ش شده اید، متوجه معمول دیفرانسیل معادلات مثال های از که همانطور
مواجه ل مش با ادامه در معادلات چنین حل ارائه برای را ما م تواند مطلب این و باشد متنوع م تواند
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ادامه در کنیم. بندی دسته نیز را معادلات این مناسب معیار ی با که داریم اساس نیاز بنابراین کند.
م کنیم. معرف را مناسب معیار این

معادله آن مرتبه را معمول دیفرانسیل معادله ی در موجود مشتق مرتبه بالاترین .١ . ١ . ٧ تعریف
گوییم.

است. ی برابر y′ = 1 دیفرانسیل معادله مرتبه .١ . ١ . ٨ مثال
است. دو برابر y′′ + y′ = cos x دیفرانسیل معادله مرتبه

است. سه برابر (y′′′)4 + y′ = cos y′′ دیفرانسیل معادله مرتبه
است. پنج برابر d5y

dx5 = dy
dx

+ xex دیفرانسیل معادله مرتبه

نماد با م توانیم را n مرتبه از معمول دیفرانسیل معادله ی کل حالت در .١ . ١ . ٩ تذکر

F (x, y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0

به م  توانیم را ،y′′ + xy′ = y cos x دو، مرتبه دیفرانسیل معادله مثال برای دهیم. نمایش نیز
F (x, y, y′, y′′) = y′′ + xy′ − y cos x بنابراین بنویسیم. y′′ + xy′ − y cos x = 0 صورت

است.

شرط های ،n مرتبه از معمول دیفرانسیل معادله ی در اگر .١ . ١ . ١٠ تذکر

y(x0) = y0, y′(x0) = y1, ..., y
(n−1)(x0) = yn−1

شرط بالا، شرط های به منابع بعض داریم. اولیه شرط با دیفرانسیل معادله ی گوییم باشد، همراه
باشد. نظر مد خاص جواب م شود باعث اولیه شرط   های این که دید خواهیم آینده در گویند. مرزی

(مرزی) اولیه شرط های و است دو مرتبه y′′ + y′ = 0 دیفرانسیل معادله .١ . ١ . ١١ مثال

y(0) = 1, y′(0) = −1

دارد. مرتبه با برابر تعدادی

باشیم نداشته x یعن نباشد، موجود مستقل متغییر دیفرانسیل معادله در اگر .١ . ١ . ١٢ تعریف
گوییم. خودگردان دیفرانسیل معادله آن به آنگاه

ندارد. مستقل متغییر زیرا است. خودگردان y′′ + y′ = y دیفرانسیل معادله .١ . ١ . ١٣ مثال

دیفرانسیل معادلات برای معادله ی مرتبه به مربوط بندی دسته به توجه با آینده فصل های در
دیفرانسیل معادله ی جواب یا حل از را خودمان منظور باید ابتدا در ول م کنیم. ارائه حل روش

کنیم. معلوم
دیفرانسیل معادله جواب ی را کند صدق دیفرانسیل معادله ی در که تابع هر .١۴ . ١ . ١ تعریف
کرده ایم. حل را معادله گوییم کنیم معلوم را دیفرانسیل معادله ی جواب های همه که وقت گوییم.

٣



واضح زیرا است. y = 3x صورت به جواب ی دارای y′ = 3 دیفرانسیل معادله .١۵ . ١ . ١ مثال
y = 3x+ 2 صورت به ر دی جواب ی دارای دیفرانسیل معادله این .y′ = (3x)′ = 3 که است
لزوما دیفرانسیل معادله ی جواب که م دهد نشان مثال این .y′ = (3x + 2)′ = 3 زیرا است.

نیست. تا ی

زیرا است. y = ex صورت به جواب ی دارای y′ − y = 0 معادله .١۶ . ١ . ١ مثال

y′ − y = (ex)′ − ex = ex − ex = 0.

م توانید (آیا است معادله برای ر دی جواب ی y = 5ex که م دهد نشان ساده بررس ی
بزنید؟). حدس معادله برای ری دی جواب های

م توانید (آیا است dy
dx

= 1
x

دیفرانسیل معادله برای جواب ی y = ln x+3 تابع .١ . ١ . ١٧ مثال
بزنید؟). حدس معادله برای ری دی جواب های

هستند، دلخواه حقیق عدد دو b و a آن در که y = a sin 3x + b cos 3x تابع .١ . ١ . ١٨ مثال
زیرا م دهد. دست به y′′ + 9y = 0 دیفرانسیل معادله برای جواب بیشمار تعداد

y′ = (a sin 3x+ b cos 3x)′ = 3a cos 3x− 3b sin 3x ⇒
y′′ = (y′)′ = (3a cos 3x− 3b sin 3x)′ = −9a sin 3x− 9b cos 3x.

داریم a = b = 3 انتخاب با مثلا است. y′′ + 9y = 0 که است واضح حال

y′ = (sin 3x+ cos 3x)′ = 3 cos 3x− 3 sin 3x ⇒
y′′ = (y′)′ = (3 cos 3x− 3 sin 3x)′ = −9 sin 3x− 9 cos 3x.

است. y′′ + 9y = 0 که است واضح حال

است. y′ − sinx = y
x

معادله برای جواب ی y = x
∫ x

0
sin t
t
dt که دهید نشان .١ . ١ . ١٩ تمرین

داریم حل.

y′ − sin x = (x

∫ x

0

sin t

t
dt)′ − sinx =

∫ x

0

sin t

t
dt+ (x · sin x

x
)− sinx =∫ x

0

sin t

t
dt =

x
∫ x

0
sin t
t
dt

x
=

y

x
.

صورت به جوابی y′′ + 4y′ + 5y = 0 معادله که بیابید چنان را a ∈ R مقدار .١ . ١ . ٢٠ تمرین
باشد. داشته y = eax

داریم حل.

0 = y′′ + 4y′ + 5y = ((eax)′)′ + 4(eax)′ + 5eax = (aeax)′ + 4(aeax) + 5eax

= a2eax + 4aeax + 5eax = (a2 + 4a+ 5)eax

۴



ندارد حقیق جواب نیز معادله این اما .a2 + 4a + 5 = 0 باید (چرا؟)، است ناصفر eax چون
نیست. جواب y = eax ،a از مقداری هیچ برای پس (چرا؟).

را جواب ها که است آن وقت شده اید، متوجه را دیفرانسیل معادله ی جواب از منظور که حال
دیفرانسیل معادله ی شده اید متوجه مثال ها از که است این هم کار این دلیل کنیم. ذاری نام نیز

باشد. داشته جواب بیشمار است ن مم حت ندارد تا ی جواب لزوما
ثابت چند با همراه فرمول ی تحت را دیفرانسیل معادله ی جواب های اگر .١ . ١ . ٢١ تعریف

گوییم. عموم جواب آن به آنگاه کنیم بیان (پارامتر)

برای جواب ی y = ln x+ c که م دهد نشان ساده بررس ی ،c ∈ R هر برای .١ . ١ . ٢٢ مثال
دیفرانسیل معادله عموم جواب y = ln x+ c ر، دی عبارت به است. dy

dx
= 1

x
دیفرانسیل معادله

است. (پارامتر) ثابت ی دارای عموم جواب این است.

هستند، دلخواه حقیق عدد دو b و a آن در که y = a sin 3x + b cos 3x تابع .١ . ١ . ٢٣ مثال
ثابت دو دارای عموم جواب این است. y′′ + 9y = 0 دیفرانسیل معادله برای عموم جواب

است. (پارامتر)

دیفرانسیل معادله مرتبه با برابر دقیقا عموم جواب در (پارامترها) ثابت ها تعداد .٢۴ . ١ . ١ تذکر
ثابت ی عموم جواب در و است ی با برابر دیفرانسیل معادله مرتبه ١ . ١ . ٢٢ مثال در مثلا است.

عموم جواب در و است دو با برابر دیفرانسیل معادله مرتبه ١ . ١ . ٢٣ مثال در یا م کنیم. مشاهده را c
n مرتبه دیفرانسیل معادله یعن م کنیم. مشاهده را b و a ثابت دو

F (x, y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0

هستند. ثابت ciها آن در که است G(x, y, c1, c2, ..., cn) = 0 صورت به جوابی دارای

است. y = (x − c)2 صورت به (y′)2 = 4y دیفرانسیل معادله عموم جواب .٢۵ . ١ . ١ مثال
دارد. c ثابت ی دقیقا عموم جواب و است ی برابر معادله مرتبه که شود دقت

تا یریم ب نظر در را شرایط دیفرانسیل معادله ی عموم جواب در گاه هر .٢۶ . ١ . ١ تعریف
جواب شده، حاصل جواب به آنگاه کنند، اختیار را حقیق اعداد از خاص مقدارهای آن ثابت های

گوییم. معادله خصوص

هستند، دلخواه حقیق عدد دو b و a آن در که y = a sin 3x + b cos 3x تابع .١ . ١ . ٢٧ مثال
آنگاه شوند فرض b = 3 و a = 2 اگر است. y′′ + 9y = 0 دیفرانسیل معادله برای عموم جواب

م شود. حاصل y = 2 sin 3x+ 3 cos 3x خصوص جواب

مقادیر برای است. dy
dx

= 1
x

دیفرانسیل معادله عموم جواب y = ln x + c تابع .١ . ١ . ٢٨ مثال
توابع از دسته این بین از اگر اما م آید. دست به هستند معادله جواب که متفاوت توابع c از مختلف
باشد. c = 0 باید آنگاه م گذرد، (1, 0) نقطه از که باشد ما نظر مد تابع آن هستند معادله جواب که

است. نظر مد y = ln x خصوص جواب ر دی عبارت به
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با است. y = (x− c)2 صورت به (y′)2 = 4y دیفرانسیل معادله عموم جواب .١ . ١ . ٢٩ مثال
م یابیم. دست y = x2 خصوص جواب به c = 0 فرض

نم دهد. دست به را معادله جواب های همه عموم جواب معادلات از برخ در .١ . ١ . ٣٠ تذکر
دنبال را زیر مثال های بهتر درک برای کنیم. بیان عموم جواب تحت جواب ها همه نم توانیم یعن

کنید.

اما است. y = (x− c)2 صورت به (y′)2 = 4y دیفرانسیل معادله عموم جواب .١ . ١ . ٣١ مثال
که شود دقت است. جواب ی y = 0 پس م کند، صدق (y′)2 = 4y دیفرانسیل معادله در y = 0

خصوص (جواب نم شود حاصل عموم جواب از y = 0 جواب ،c ∈ R از مقداری هیچ برای
منحن های ،c از مختلف مقدارهای برای بیایید م کنیم. بیشتر را خود دقت کم حال نیست).

یابیم دست زیر ل ش به یعن کنیم، رسم مختصات دستگاه ی در را جواب

در مماس صورت به ، عموم جواب از شده حاصل منحن هر بر y = 0 خط که م شود مشاهده
است! تماس

(x− c)2 + y2 = 4 صورت به 1+ (y′)2 = 4
y2

دیفرانسیل معادله عموم جواب .١ . ١ . ٣٢ مثال
م کنند، صدق 1 + (y′)2 = 4

y2
دیفرانسیل معادله در y = −2 خط و y = 2 خط اما است.

جواب از ،c ∈ R از مقداری هیچ برای که هستند جواب دو y = −2 خط و y = 2 خط پس
بیایید م کنیم. بیشتر را خود دقت کم حال نیستند). خصوص (جواب نم شوند حاصل عموم
زیر ل ش به کنیم، رسم مختصات دستگاه ی در را جواب منحن های ،c از مختلف مقدارهای برای

م یابیم دست

به ، عموم جواب از شده حاصل منحن  هر بر y = −2 خط و y = 2 خط که م شود مشاهده
هستند! تماس در مماس صورت

۶



داریم. را زیر تعریف حال
که است جوابی آن دیفرانسیل، معادله منفرد) یا (استثنایی عادی غیر جواب .١ . ١ . ٣٣ تعریف

آورد. دست به عموم جواب از را آن منحن نتوان

پرسش این به پاسخ کرد؟ مشخص را دیفرانسیل معادله ی عادی غیر جواب م توان ونه چ اما
ایده ای با کنیم. فراهم روشن جوابی م توانیم خوشبختانه اول مرتبه معادلات برای اما است! پیچیده
جواب منحن هر عادی غیر جواب منحن بزنیم حدس م توانیم کرده ایم، دریافت مثال ها از که

ریاض در شده دانسته قبل از مفهوم همان مطلب این است. کرده قطع مماس صورت به را عموم
ی عادی غیر جواب تعیین م پذیریم اثبات بدون است. G(x, y, c) = 0 منحن  دسته پوش نام با

است. عموم جواب منحن های دسته پوش یافتن دیفرانسیل، معادله
اعضای همه که است منحن ،G(x, y, c) = 0 شده داده منحن های دسته پوش .٣۴ . ١ . ١ تعریف

کند. م لمس مماس طور به را G(x, y, c) = 0

جواب با F (x, y, y′) = 0 دیفرانسیل معادله عادی) غیر جواب های همان (یا پوش ونه چ اما
دستگاه در را c ثابت است کاف که این پاسخ کنیم؟ تعیین را G(x, y, c) = 0 }عموم

G(x, y, c) = 0
∂G
∂c

= 0

برای پوش تعیین اصطلاحا روش (این شود پیدا عادی) غیر (جواب پوش منحن تا کنیم حذف
متوجه بهتر را کار روش تا کنید دنبال را زیر مثال های م شود). گفته G(x, y, c) = 0 منحن

شوید.

(x− c)2 + y2 = 4 صورت به 1+ (y′)2 = 4
y2

دیفرانسیل معادله عموم جواب .٣۵ . ١ . ١ مثال
اول مرتبه معادله که داریم را دقت این ابتدا کنیم. مشخص را عادی غیر جواب م خواهیم است.
G(x, y, c) = 0 برای پوش تعیین ما هدف پس .G(x, y, c) = (x − c)2 + y2 − 4 و است

م کنیم مشخص را پوش ابتدا بنابراین }است.
G(x, y, c) = 0
∂G
∂c

= 0
⇒

{
(x− c)2 + y2 − 4 = 0

−2(x− c) = 0

و y = 2 خط پس .y2 = 4 داریم اول معادله در ذاری جای با و باشد x = c باید دوم معادله از
م باشند. دیفرانسیل معادله عادی غیر جواب یا G(x, y, c) = 0 پوش y = −2 خط

اگر حال است. y = cx صورت به y′x− y = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب .٣۶ . ١ . ١ مثال
زیر ل ش به کنیم، رسم مختصات دستگاه ی در را جواب منحن های ،c از مختلف مقدارهای برای

م یابیم دست
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این پس نیست. مماس ، عموم جواب از شده حاصل منحن های همه بر تابع هیچ که است واضح
ندارد. عادی غیر جواب معادله

است. y = (x − c)2 صورت به (y′)2 = 4y دیفرانسیل معادله عموم جواب .١ . ١ . ٣٧ مثال
و است اول مرتبه معادله که داریم را دقت ابتدا کنیم. مشخص را عادی غیر جواب م خواهیم

G(x, y, c) = (x− c)2 − y.

م کنیم مشخص را پوش ابتدا بنابراین است. G(x, y, c) = 0 برای پوش تعیین ما هدف }پس
G(x, y, c) = 0
∂G
∂c

= 0
⇒

{
(x− c)2 − y = 0

−2(x− c) = 0

جواب y = 0 خط پس .y = 0 داریم اول معادله در ذاری جای با و باشد x = c باید دوم معادله از
است. دیفرانسیل معادله عادی غیر

اول مرتبه دیفرانسیل معادله عموم جواب .١ . ١ . ٣٨ مثال

(xy′ − yy′)2 + (y − x)2 = 2(x+ yy′)2

کنیم. مشخص را عادی غیر جواب م خواهیم است. (x − c)2 + (y − c)2 = 2c2 صورت به
پس .G(x, y, c) = (x− c)2 + (y − c)2 − 2c2 که }داریم

G(x, y, c) = 0
∂G
∂c

= 0
⇒

{
(x− c)2 + (y − c)2 − 2c2 = 0

−2(x− c)− 2(y − c)− 4c = 0

ی است. شده حذف خودکار c پس است c از مستقل که باشد x + y = 0 باید دوم معادله از
غیر جواب یعن م کند صدق بالا دیفرانسیل معادله در y = −x خط که م دهد نشان ساده بررس
کنید دقت م دهد نشان مختصات دستگاه ی در را G(x, y, c) = 0 که زیر ل ش به است. عادی

دارد) قرار y = x خط روی آنها مرکز که (دوایری
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صورت به x(y′)2− 2yy′+x = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب که م دانیم .١ . ١ . ٣٩ تمرین
دارد؟ عادی غیر جواب معادله این آیا است. y = c

2
x2 + 1

2c

را منحن ها دسته این پوش پس .G(x, y, c) = c
2
x2 + 1

2c
− y که داریم را دقت ابتدا حل.

م کنیم }مشخص
G(x, y, c) = 0
∂G
∂c

= 0
⇒

{
c
2
x2 + 1

2c
− y = 0

x2

2
− 1

2c2
= 0

y = x که م آید دست به اول معادله در ذاری جای با و باشد c = −1
x

یا c = 1
x

باید دوم معادله از
هستند. عادی غیر جواب خط دو این لذا .y = −x یا

جدید متغیرهای با دیفرانسیل معادله ی بازنویس ١ . ٢
معادله تا کنیم اعمال تغییرات که است لازم دیفرانسیل معادلات از برخ حل برای آینده فصل های در
انتگرال مبحث در روش این با که م کنیم یادآوری م دانیم. را آن حل روش که شود تبدیل صورت به
مناسب متغیری تغییر کم با را پیچیده انتگرال های برخ و شده اید آشنا عموم ریاضیات در گیری
روش این از آینده فصل های در چون بود. آشنا شما برای که م کردید تبدیل انتگرال صورت به
آشنا متغیر تغییر روش با را شما ذهن بخش همین در که است مناسب بسیار پس م کنیم استفاده

کنیم.
زیر صورت دو به معمولا F (x, y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0 دیفرانسیل معادله در متغیر تغییر

م شود. انجام
در .(y = H(u, x) (یعن است u(x) مانند ر دی تابع و x مستقل متغیر از تابع y تابع (الف)
معادله در و آوریم دست به u(n) ،... ،u′′ ،u′ ،u حسب بر را y(n) ،...،y′′ ،y′ ،y باید حالت این
خواهد x و u جدید متغیرهای برحسب حاصل معادله حالت این در کنیم. ذاری جای دیفرانسیل

بود.
حالت این در .(x = h(t) (یعن t مستقل متغیر اساس بر است تابع خود x مستقل متغیر (ب)
(قاعده کنیم ذاری جای دیفرانسیل معادله در و آوریم دست به t حسب بر را y(n) ،...،y′′ ،y′ ،y باید

بود. خواهد t و y جدید متغیرهای برحسب حاصل معادله حالت این در مشتق). زنجیری
م دهند. قرار اختیار در (ب) و (الف) از بهتری درک زیر مثال های

م کنیم. بازنویس y = uex متغیر تغییر با را y′′ − 4xy′ = xex دیفرانسیل معادله .١ . ٢ . ١ مثال
مرتبه چون .y = H(u, x) = uex یعن است، داده رخ (الف) حالت متغیر، تغییر نوع به توجه با
معادله در بعد و کنیم محاسبه u′′ و u′ ،u حسب بر را y′′ و y′ ،y باید پس است دو با برابر معادله

داریم حال نماییم. ذاری جای

y′ = u′ex + uex = (u+ u′)ex

y′′ = u′′ex + u′ex + u′ex + uex = u′′ex + 2u′ex + uex = (u′′ + 2u′ + u)ex

٩



داریم ذاری جای با حال

y′′ − 4xy′ = xex ⇒ (u′′ + 2u′ + u)ex − 4x((u+ u′)ex) = xex ⇒
[(u′′ + 2u′ + u− 4x(u+ u′)]ex = xex ⇒

u′′ + 2u′ + u− 4xu− 4xu′ = x ⇒ u′′ + (2− 4x)u′ + (1− 4x)u = x .

است. x و u جدید متغیرهای برحسب حاصل معادله که شود دقت

توجه با م کنیم. بازنویس x = 1
3
t متغیر تغییر با را y′′+xy′ = 0 دیفرانسیل معادله .١ . ٢ . ٢ مثال

دو با برابر معادله مرتبه چون .x = h(t) = 1
3
t یعن است، داده رخ (ب) حالت متغیر، تغییر نوع به

قاعده از نماییم. ذاری جای معادله در بعد و کنیم محاسبه t حسب بر را y′′ و y′ ،y باید پس است
.t′′ = d2t

dx2 = 0 و t′ = dt
dx

= 3 و است t = 3x که شود دقت م کنیم. استفاده مشتق زنجیری
داریم حال

y′ =
dy

dx
=

dy

dt
· dt
dx

= 3
dy

dt
داریم y′′ برای و

y′′ =
d2y

dx2
=

d

dx
(
dy

dx
) =

d

dx
(3
dy

dt
) = 3

d

dx
(
dy

dt
) =

3
d

dt
(
dy

dt
)
dt

dx
= 3

d

dt
(
dy

dt
)× 3 = 9

d2y

dt2

داریم ذاری جای با و

y′′ + xy′ = 0 ⇒ 9
d2y

dt2
+

1

3
t(3

dy

dt
) = 0 ⇒ 9d2y

dt2
+ tdy

dt
= 0 .

است. t و y جدید متغیرهای برحسب حاصل معادله که شود دقت

کنید. بازنویس x = ln t متغیر تغییر با را y′′ + xy′ = 0 دیفرانسیل معادله .١ . ٢ . ٣ تمرین

چون .x = h(t) = ln t یعن است، داده رخ (ب) حالت متغیر، تغییر نوع به توجه با حل.
معادله در بعد و کنیم محاسبه t حسب بر را y′′ و y′ ،y باید پس است دو با برابر معادله مرتبه

داریم حال .t′′ = d2t
dx2 = ex و t′ = dt

dx
= ex و است t = ex که شود دقت نماییم. ذاری جای

y′ = dy
dx

= dy
dt

· dt
dx

= ex dy
dt

= eln t dy
dt

= tdy
dt

y′′ = d
dx
(y′) = d

dt
(y′) dt

dx
= d

dt
(tdy

dt
) dt
dx

= (td
2y
dt2

+ dy
dt
)ex =

(td
2y
dt2

+ dy
dt
)t = t2 d

2y
dt2

+ tdy
dt

داریم ذاری جای با و

y′′ + xy′ = 0 ⇒ t2
d2y

dt2
+ t

dy

dt
+ ln t(t

dy

dt
) = 0

⇒ t2 d
2y
dt2

+ (t+ t ln t)dy
dt

= 0 .

١٠



کنید. بازنویس y = ux متغییر تغییر با را y′′ = cos( y
x
) دیفرانسیل معادله .۴ . ١ . ٢ تمرین

.y = H(u, x) = ux یعن است، داده رخ (الف) حالت متغیر، تغییر نوع به توجه با حل.
بعد و کنیم محاسبه u′′ و u′ ،u حسب بر را y′′ و y′ ،y باید پس است دو با برابر معادله مرتبه چون

داریم حال نماییم. ذاری جای معادله در

y′ = xu′ + u y′′ = xu′′ + u′ + u′ = xu′′ + 2u′

داریم ذاری جای با حال

y′′ = cos(
y

x
) ⇒ xu′′ + 2u′ = cos(

ux

x
) = cosu.

است. xu′′ + 2u′ = cos u پس

(اختیاری) عموم جواب از دیفرانسیل معادله یل تش ١ . ٣
،n درجه از معمول دیفرانسیل معادله ی عموم جواب شده ایم، متوجه قبل بخش از که همانطور
ciها آن در که است G(x, c1, c2, ..., cn) = 0 صورت به F (x, y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0 یعن

است. معادله، مرتبه ،n عدد برابر دقیقا ثابت ها این تعداد و هستند ثابت
جواب داشتن اختیار در با ونه چ که است این آن و شود ایجاد طبیع سوال ی است ن مم اما
دست به را دیفرانسیل معادله خود ،G(x, c1, c2, ..., cn) = 0 یعن دیفرانسیل معادله ی عموم

است؟ بوده چه F (x, y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0 وییم ب یعن آوریم؟
کنیم دنبال را زیر مراحل است کاف بالا پرسش به پاسخ برای

دیفرانسیل معادله مرتبه که شود دقت م کنیم. مشخص را دیفرانسیل معادله مرتبه :(١) مرحله
است. عموم جواب در ثابت ها تعداد برابر دقیقا

م گیریم. مشتق عموم جواب از دیفرانسیل معادله مرتبه تعداد به ،(١) مرحله طبق :(٢) مرحله
م دهد. قرار ما اختیار در معادله nتا تعداد مرحله این آنگاه باشد n معادله مرتبه اگر

م دهیم. یل تش عموم جواب خود و (٢) مرحله معادله n کم با معادلات دستگاه :(٣) مرحله
داریم. اختیار در معادله +n)تا 1) پس

حذف معادله، n)تا + 1) کم با را ثابت nتا م کنیم سع (٣) مرحله در حال :(۴) مرحله
کنیم.

مشاهده ثابت اصلا ، عموم جواب از گیری مشتق nبار از بعد (٢) مرحله در اگر :(٢′) مرحله
است. تمام کار و یافته ایم دست مطلوب دیفرانسیل معادله به نکردیم،

شوید. متوجه بهتر را بالا مراحل تا کنید دنبال را زیر مثال های اکنون

ببینید). را ١ . ١ . ٢٩ (مثال است دیفرانسیل معادله ی عموم جواب y = (x− c)2 .١ . ٣ . ١ مثال
م کنیم. سازی پیاده را بالا مراحل کنیم. مشخص را دیفرانسیل معادله آن م خواهیم

است. ی برابر معادله مرتبه پس دارد، وجود ثابت ی عموم جواب در چون :(١) مرحله

١١



.y′ = 2(x− c) = 2x− 2c م گیریم مشتق عموم جواب از مرتبه تعداد به :(٢) مرحله
زیر: ل ش به دستگاه ی یل تش :(٣) }مرحله

y = (x− c)2

y′ = 2x− 2c

.c = 2x−y′

2
که م آید دست به (٣) مرحله در دوم معادله از م کنیم. حذف را c ثابت :(۴) مرحله

داریم (٣) مرحله از اول معادله در ذاری جای با

y = (x− c)2 = (x− (
2x− y′

2
))2 = (

−y′

2
)2 =

(y′)2

4
.

است. 4y = (y′)2 صورت به مطلوب دیفرانسیل معادله پس

ببینید). را ١ . ١ . ٢٨ (مثال است دیفرانسیل معادله ی عموم جواب y = ln x+ c .١ . ٣ . ٢ مثال
م کنیم. سازی پیاده را بالا مراحل کنیم. مشخص را دیفرانسیل معادله آن م خواهیم

است. ی برابر معادله مرتبه پس دارد، وجود ثابت ی عموم جواب در چون :(١) مرحله
.y′ = 1

x
+ 0 = 1

x
م گیریم مشتق عموم جواب از مرتبه تعداد به :(٢) مرحله

صورت به مطلوب دیفرانسیل معادله پس نم کنیم، مشاهده ثابت (٢) مرحله در چون :(٢′) مرحله
است. y′ = dy

dx
= 1

x

معادله آن م خواهیم است. دیفرانسیل معادله ی عموم جواب y = c1e
x+c2xe

x .١ . ٣ . ٣ مثال
م کنیم. سازی پیاده را بالا مراحل کنیم. مشخص را

است. دو برابر معادله مرتبه پس دارد، وجود ثابت دو عموم جواب در چون :(١) مرحله
م گیریم مشتق عموم جواب از مرتبه تعداد به :(٢) مرحله

y′ = c1e
x + c2e

x + c2xe
x

y′′ = c1e
x + c2e

x + c2e
x + c2xe

x = c1e
x + 2c2e

x + c2xe
x

زیر: ل ش به دستگاه ی یل تش :(٣) مرحله
y = c1e

x + c2xe
x

y′ = c1e
x + c2e

x + c2xe
x

y′′ = c1e
x + 2c2e

x + c2xe
x

ضرب 2 عدد در را (٣) مرحله در دوم معادله اگر م کنیم. حذف را c2 و c1 ثابت های :(۴) مرحله
پس .y′′ − 2y′ = −y که م آید دست به کنیم، کم (٣) مرحله در سوم معادله از را حاصل و کنیم

است. y′′ − 2y′ + y = 0 صورت به مطلوب دیفرانسیل معادله

آن م خواهیم است. دیفرانسیل معادله ی عموم جواب y = sin x + c1x + c2 .۴ . ١ . ٣ مثال
م کنیم. سازی پیاده را بالا مراحل کنیم. مشخص را دیفرانسیل معادله

١٢



است. دو برابر معادله مرتبه پس دارد، وجود ثابت دو عموم جواب در چون :(١) مرحله
م گیریم مشتق عموم جواب از مرتبه تعداد به :(٢) مرحله

y′ = cos x+ c1 y′′ = − sinx

صورت به مطلوب دیفرانسیل معادله پس نم کنیم، مشاهده ثابت (٢) مرحله در چون :(٢′) مرحله
است. y′′ = − sin x

کنید. پیدا را y = c1 + c2e
x + c3xe

x منحن های دسته دیفرانسیل معادله .۵ . ١ . ٣ تمرین

است. برابرسه معادله مرتبه پس دارد، وجود ثابت سه عموم جواب در چون :(١) مرحله حل.
م گیریم مشتق عموم جواب از مرتبه تعداد به :(٢) مرحله

y′ = c2e
x + c3e

x + c3xe
x

y′′ = c2e
x + 2c3e

x + c3xe
x

y′′′ = c2e
x + 3c3e

x + c3xe
x

زیر: ل ش به دستگاه ی یل تش :(٣) مرحله
y = c1 + c2e

x + c3xe
x

y′ = c2e
x + c3e

x + c3xe
x

y′′ = c2e
x + 2c3e

x + c3xe
x

y′′′ = c2e
x + 3c3e

x + c3xe
x

حاصل کنیم کم چهارم معادله از را سوم معادله دوبرابر اگر م کنیم. حذف را ثابت ها :(۴) مرحله
.y′′′ − 2y′′ + y′ = 0 یعن م شود −y′ برابر

(اختیاری) قائم مسیرهای دیفرانسیل معادله یل تش ۴ . ١

م کنیم. شروع زیر تعریف با
مسیرهای F گوییم داریم. اختیار در G و F مانند منحن دسته دو کنیم فرض .١ . ۴ . ١ تعریف

منحن هر همچنین و باشد عمود G در منحن های تمام بر F در منحن هر هرگاه است G قائم
باشد. عمود F در منحن های تمام بر G در

منحن های دسته G و ثابت c آن در که x2+ y2 = c منحن های دسته F کنیم فرض .٢ . ۴ . ١ مثال
م کنیم رسم مختصات دستگاه ی در را دسته دو این است. ثابت c′ آن در که باشد y = c′x

١٣



است). F قائم مسیرهای G برعکس، (و است G قائم مسیرهای F که است واضح حال

به دیفرانسیل معادله م خواهیم داریم. اختیار در F مانند پارامتری ی منحن دسته کنیم فرض
باشد. G قائم مسیرهای F همچنین و باشد G منحن های دسته آن عموم جواب که آوریم دست
جای به سپس و م آوریم دست به را F منحن های دسته دیفرانسیل معادله ابتدا منظور این برای

منحن دسته به کنیم حل را جدید دیفرانسیل معادله اگر (چرا؟). م کنیم ذاری جای را −1
y′

،y′
نیست). نظر مد معادله حل روش فصل این (در م رسیم G

کنید. دنبال را زیر مثال های بهتر درک برای

دیفرانسیل معادله م خواهیم باشد. y = (x− c)2 منحن های دسته F کنیم فرض .٣ . ۴ . ١ مثال
باشد. G قائم مسیرهای F همچنین و باشد G منحن های دسته آن عموم جواب که آوریم دست به

م آوریم: دست به را F منحن های دسته دیفرانسیل معادله ابتدا
است. ی برابر معادله مرتبه پس دارد، وجود ثابت ی عموم جواب در چون :(١) مرحله
.y′ = 2(x− c) = 2x− 2c م گیریم مشتق عموم جواب از مرتبه تعداد به :(٢) مرحله

زیر: ل ش به دستگاه ی یل تش :(٣) }مرحله
y = (x− c)2

y′ = 2x− 2c

.c = 2x−y′

2
که م آید دست به (٣) مرحله در دوم معادله از م کنیم. حذف را c ثابت :(۴) مرحله

داریم (٣) مرحله از اول معادله در ذاری جای با

y = (x− c)2 = (x− (
2x− y′

2
))2 = (

−y′

2
)2 =

(y′)2

4
.

ذاری جای را −1
y′

،y′ جای به حال است. 4y = (y′)2 صورت به مطلوب دیفرانسیل معادله پس
آن عموم جواب که است دیفرانسیل معادله 4y(y′)2 = 1 پس .4y = (−1

y′
)2 داریم و م کنیم

آوردن دست به و جدید معادله (حل است G قائم مسیرهای F همچنین و است G منحن های دسته
نیست). نظر مد فعلا G

به دیفرانسیل معادله م خواهیم باشد. x2+ y2 = c منحن های دسته F کنیم فرض .۴ . ۴ . ١ مثال
باشد. G قائم مسیرهای F همچنین و باشد G منحن های دسته آن عموم جواب که آوریم دست

م آوریم: دست به را F منحن های دسته دیفرانسیل معادله ابتدا

١۴



است. ی برابر معادله مرتبه پس دارد، وجود ثابت ی عموم جواب در چون :(١) مرحله
م گیریم مشتق عموم جواب از مرتبه تعداد به :(٢) مرحله

2x+ 2yy′ = 0 ⇒ x+ yy′ = 0.

صورت به مطلوب دیفرانسیل معادله پس نم کنیم، مشاهده ثابت (٢) مرحله در چون :(٢′) مرحله
پس .x + y(−1

y′
) = 0 داریم و م کنیم ذاری جای را −1

y′
،y′ جای به حال است. x + yy′ = 0

F همچنین و است G منحن های دسته آن عموم جواب که است دیفرانسیل معادله x− y
y′
= 0

واضح چند هر نیست نظر مد فعلا G آوردن دست به و جدید معادله (حل است G قائم مسیرهای
است!). y = cx دیفرانسیل معادله این عموم جواب که است

کنید پیدا را y2 + x2 = 2cx منحن های دسته قائم مسیرهای دیفرانسیل معادله .۵ . ۴ . ١ تمرین
نیست). لازم قائم مسیرهای دیفرانسیل معادله (حل

م یابیم. را y2 + x2 = 2cx منحن های دسته دیفرانسیل معادله ابتدا حل.
است. ی برابر معادله مرتبه پس دارد، وجود ثابت ی عموم جواب در چون :(١) مرحله

.2yy′ + 2x = 2c م گیریم مشتق عموم جواب از مرتبه تعداد به :(٢) مرحله
زیر: ل ش به دستگاه ی یل تش :(٣) }مرحله

y2 + x2 = 2cx

yy′ + x = c

داریم لذا م کنیم. ذاری جای اول معادله در را c دوم معادله از م کنیم. حذف را c ثابت :(۴) مرحله

y2 − x2 = 2xyy′.

داریم و م کنیم ذاری جای را −1
y′

،y′ جای به حال

y′(y2 − x2) = −2xy.

فصل کل تمرین های ۵ . ١
کنید. مشخص را زیر دیفرانسیل معادلات از ی هر مرتبه .١ . ۵ . ١ تمرین

xy′ ln y(4) = 0 (٣) (y′)2 + xy′y′′ + cos x = 0 (٢) y′ = y′′ cosx (١)

است. y′ − 2y + 3 = 0 معادله برای جواب ی y = e2x + 3
2

که دهید نشان .٢ . ۵ . ١ تمرین

y = e−2x sin x صورت به جوابی y′′ + 4y′ + 5y = 0 معادله که دهید نشان .٣ . ۵ . ١ تمرین
دارد.

صورت به (y′)2 − xy′ + y = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب که م دانیم .۴ . ۵ . ١ تمرین
دارد؟ عادی غیر جواب معادله این آیا است. y = cx− c2

١۵



بیابید. را (x− c)2 + (2y − c)2 − xy = 2c2 منحن های دسته پوش .۵ . ۵ . ١ تمرین

کنید. پیدا را ln x
y
= 1 + cy منحن های دسته دیفرانسیل معادله .۶ . ۵ . ١ تمرین

بیابید. را y = c1x
2 + c2x+ c3 منحن های دسته دیفرانسیل معادله .٧ . ۵ . ١ تمرین

بازنویس t = lnx متغیر تغییر با را x2y′′ + 2xy′ + y = 0 دیفرانسیل معادله .٨ . ۵ . ١ تمرین
کنید.

کنید. بازنویس u = x+ y متغییر تغییر با را y′ = tan(x+ y) دیفرانسیل معادله .٩ . ۵ . ١ تمرین

کنید. بازنویس u = 1
y

متغییر تغییر با را dy
dx

− y = xy2 دیفرانسیل معادله .١٠ . ۵ . ١ تمرین

کنید. پیدا را ln x
y
= 1 + cy منحن های دسته قائم مسیرهای دیفرانسیل معادله .١١ . ۵ . ١ تمرین

بیابید. را y = c1x
2+c2x+c3 منحن های دسته قائم مسرهای دیفرانسیل معادله .١٢ . ۵ . ١ تمرین

کنید. پیدا را تعادل نقاط y′ = y(y−1)(y−2)(y−3) دیفرانسیل معادله برای .١٣ . ۵ . ١ تمرین
پایدار نقاط کنید. رسم را فاز خط کنید. رسم را جواب منحن های شمایل کنید. رسم برداری میدان
را جواب ها م کند میل بی نهایت به x که زمان y(0) مقدار به توجه با کنید. معلوم را ناپایدار و

کنید. آنالیز

تشریح امتحان سوالات نمونه ۶ . ١
دسته قائم مسیرهای دیفرانسیل معادله تغییر) کم با کبیر امیر صنعت ترم (میان .١ . ۶ . ١ سوال

بیابید. را y2 = cx3 + x2 − 1 منحن های

م یابیم. را y2 = cx3 + x2 − 1 منحن دسته دیفرانسیل معادله ابتدا پاسخ.
است. ی برابر معادله مرتبه پس دارد، وجود ثابت ی عموم جواب در چون :(١) مرحله

.2yy′ = 3cx2 + 2x م گیریم مشتق عموم جواب از مرتبه تعداد به :(٢) مرحله
زیر: ل ش به دستگاه ی یل تش :(٣) }مرحله

y2 = cx3 + x2 − 1

2yy′ = 3cx2 + 2x

در ذاری جای با و است c = 2yy′−2x
3x2 دوم معادله طبق م کنیم. حذف را c ثابت :(۴) مرحله

داریم و م کنیم ذاری جای را −1
y′

،y′ جای به حال .y2 = 2xyy′ − x2 − 1 داریم اول معادله
است. مطلوب دیفرانسیل معادله y2 = −2xy

y′
− x2 − 1 پس .y2 = −2xy

y′
− x2 − 1

منحن های دسته با متناظر دیفرانسیل معادله (الف) کبیر) امیر صنعت ترم (میان .٢ . ۶ . ١ سوال
آورید. دست به را y = cx− 1

4
c2

است؟ عادی غیر جواب دارای (الف) قسمت دیفرانسیل معادله آیا (ب)
چیست؟ (الف) منحن های دسته با متناظر قائم مسیرهای دیفرانسیل معادله (ج)
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برابر معادله مرتبه پس دارد، وجود ثابت ی عموم جواب در چون :(١) مرحله (الف) پاسخ.
است. ی

.y′ = c م گیریم مشتق عموم جواب از مرتبه تعداد به :(٢) مرحله
زیر: ل ش به دستگاه ی یل تش :(٣) }مرحله

y = cx− 1
4
c2

y′ = c

اول معادله در را y′ = c که است کاف دوم معادله طبق م کنیم. حذف را c ثابت :(۴) مرحله
.y = xy′ − 1

4
(y′)2 داریم و کنیم ذاری جای

پس .G(x, y, c) = cx− 1
4
c2 − y که داریم را دقت ابتدا }(ب)

G(x, y, c) = 0
∂G
∂c

= 0
⇒

{
cx− 1

4
c2 − y = 0

x− c
2
= 0

ساده بررس ی .y = x2 داریم اول معادله در ذاری جای با باشدکه c = 2x باید دوم معادله از
عادی غیر جواب ی یعن است، y = xy′ − 1

4
(y′)2 برای جوابی سهم این که م دهد نشان

است.
و م کنیم ذاری جای را −1

y′
،y′ جای به y = xy′ − 1

4
(y′)2 در (الف)، قسمت پاسخ طبق (ج)

.y = −x
y′

− 1
4(y′)2

داریم

دیفرانسیل معادله y = ux2 متغیر تغییر با تغییر) کم با امیرکبیر صنعت ترم (میان .٣ . ۶ . ١ سوال
کنید. بازنویس را زیر

x2y′′ + 2x(x+ 2)y′ + 2(x+ 1)2y = 0

است دو با برابر که معادله مرتبه و y = H(u, x) = ux2 متغیر، تغییر نوع به توجه با پاسخ.
حال نماییم. ذاری جای معادله در بعد و کنیم محاسبه u′′ و u′ ،u حسب بر را y′′ و y′ ،y باید پس

داریم

y′ = u′x2 + 2xu

y′′ = u′′x2 + 2xu′ + 2u+ 2xu′ = x2u′′ + 4xu′ + 2u

داریم ذاری جای با حال

x2y′′ + 2x(x+ 2)y′ + 2(x+ 1)2y = 0 ⇒ x2(x2u′′ + 4xu′ + 2u)+

(2x2 + 4x)(u′x2 + 2xu) + (2x2 + 4x+ 2)(ux2) ⇒

x4u′′ + (8 + 2x)x3u′ + (12 + 8x+ 2x2)x2u = 0 .
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تست  سوالات نمونه ١ . ٧

است؟ مرتبه ای چه از (∂3u
∂x3 )

2 + ∂2u
∂x∂y

+ ∂u
∂x

= 0 دیفرانسیل معادله (٨٢ پلیمر (سراسری .١
پنجم (۴) سوم (٣) دوم (٢) اول (١)

y′′ − 5y′ + 6y = 0 معادله جواب eλx تابع λ از مقدار کدام ازای به (٨٠ انرژی (آزاد .٢
است؟

‐٢ و ‐٣ (۴) ۶ و ۵ (٣) ‐۵ و ۶ (٢) ٣ و ٢ (١)

م شود؟ تبدیل کدام به زیر دیفرانسیل معادله z =
√
x متغیر تغییر با (٨٧ انی م (سراسری .٣

4x2y′′ + 4xy′ + (x− 4)y = 0 ẏ =
dy

dz

z2ÿ + 2zẏ + (z2 − 4)y = 0 (٢) z2ÿ + zẏ + (z2 − 4)y = 0 (١)
z2ÿ + zẏ + (z − 4)y = 0 (۴) z4ÿ + 4z2ẏ + (z2 − 4)y = 0 (٣)

y = cx+ cos c منحن دسته دیفرانسیل معادله عموم جواب (٨٠ فضا و هوا (سراسری .۴
است؟ زیر گزینه کدام عادی غیر جواب است.

y = x cos−1 x−
√
1− x2 (٢) y = x cos−1 x+

√
1− x2 (١)

y = x sin−1 x+
√
1− x2 (۴) y = x sin−1 x+

√
x2 − 1 (٣)

حول y′ = 1− x2 − y2 دیفرانسیل معادله جواب مورد در گزینه کدام (٨۵ برق (سراسری .۵
است؟ صحیح مبدا

است. صعودی اکیدا معادله جواب (٢) است. صعودی معادله جواب (١)
است. نزول اکیدا معادله جواب (۴) است. نزول معاله جواب (٣)

xها محور روی آنها مرکز که صفحه در دوایری دیفرانسیل معادله (٨۵ ریاض (سراسری .۶
است؟ کدام باشد،

1− y2y′′ + y′ = 0 (٢) 1 + yy′′ + y′ = 0 (١)
1− y(y′′)2 + (y′)2 = 0 (۴) 1 + yy′′ + (y′)2 = 0 (٣)

چه به x4y′′ + 2x3y′ − 4y = 0 معادله xz = 1 متغیر تغییر با (٨۴ ریاض (سراسری .٧
(ẏ = dy

dz
) م آید؟ در صورت

ÿ + 4y = 0 (٢) ÿ − 4y = 0 (١)
ÿ + ẏ − 4y = 0 (۴) ÿ + ẏ + 4y = 0 (٣)

معادله .x2 − y2 = c با است برابر جریان پتانسیل هم خطوط (٨٠ فضا و هوا (سراسری .٨
است؟ کدام جریان خطوط دیفرانسیل

−xy = y′ (۴) xy = y′ (٣) xy′ = −y (٢) xy′ = y (١)

است؟ کدام x = y
c
+ c2 منحن دسته پوش (٨۴ نساج (سراسری .٩

27y2 = x3 (٢) 27y3 = x2 (١)
27y2 = 4x3 (۴) 27y3 = 4x2 (٣)

١٨



است؟ کدام y = cx2 + d منحن دسته دیفرانسیل معادله (٨٢ انی م (آزاد .١٠
y′′ + (x2 − 2x)y′ − y = 0 (٢) x2y′′ − 2xy′ + y = 0 (١)

2xy′′ − x2y′ + y = 0 (۴) xy′′ − y′ = 0 (٣)

١٩



٢ فصل

اول مرتبه معادلات

فصل این در شدید. آشنا جواب مفهوم و معادله ی مرتبه دیفرانسیل، معادله تعریف با قبل فصل در
اول مرتبه دیفرانسیل معادله جواب های تمام یعن کنیم. دنبال را اول مرتبه معادلادت حل م خواهیم
بندی دسته تا نماییم مرتب سخت به آسان از را مطالب م کنیم سع کنیم. ارائه را F (x, y, y′) = 0
دانشجو بعد به لحظه این از که است لازم شوند. سپرده خاطر به راحتتر دیفرانسیل معادلات حل و

باشد. مسلط گیری انتگرال تکنی های به

اول مرتبه خط دیفرانسیل معادله ٢ . ١

هستند. اینگونه معادلات از زیادی بسیار دسته که م پردازیم خط دیفرانسیل معادلات حل به اکنون
صورت به بتوانیم را F (x, y, y′) = 0 اول مرتبه دیفرانسیل معادله کنیم فرض .٢ . ١ . ١ تعریف
در هستند. I بازه روی پیوسته توابع g(x) و p(x) آن در که بنویسیم، y′ + p(x)y = g(x)

است. اول مرتبه خط F (x, y, y′) = 0 دیفرانسیل معادله گوییم صورت این

g(x) = 0 و p(x) = x که است اول مرتبه خط y′ + xy = 0 دیفرانسیل معادله .٢ . ١ . ٢ مثال
است.

است. g(x) = sinx و p(x) = 0 که است اول مرتبه خط y′ = sin x دیفرانسیل معادله
است. g(x) = x2 و p(x) = x که است اول مرتبه خط y′ + xy = x2 دیفرانسیل معادله

و p(x) = − 1
x

که است y′ − 1
x
y = 1 صورت به زیرا است. خط y′ = x+y

x
دیفرانسیل معادله
است. g(x) = 1

نیست. خط y′ − x = x cos y دیفرانسیل معادله .٢ . ١ . ٣ مثال

اگر است! ساده بسیار خط ن هم اول مرتبه دیفرانسیل معادلات حل که م بینیم ادامه در
سادگ به که داریم اختیار در را y′ = g(x) اول مرتبه خط دیفرانسیل معادله آنگاه باشد p(x) = 0

کنیم فرض حال .y =
∫
g(x)dx + c یعن م آید، دست به آن عموم جواب گیری انتگرال با و

ساده گیری انتگرال ی به منجر فقط که بالا ساده حالت داریم. اختیار در را y′ + p(x)y = g(x)
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دیفرانسیل معادله م شود آیا که کنیم سوال خود از که که م کند ایجاد ما در را انگیزه این م شود،
صورت به µ مانند مناسب تابع ی ضرب با را بالا

µy′ + µp(x)y =
d

dx
(µy) = µg(x)

.µy =
∫
µg(x)dx+c یعن دست آید؟ به آن عموم جواب ساده گیری انتگرال ی با که بنویسیم

معادله مثلا م دهیم. شرح را کار روند مثال ی با است. مثبت سوال این جواب خوشبختانه
داریم و م کنیم ضرب ex در را طرفین م گیریم. نظر در را y′ + y = e−x خط دیفرانسیل
exy = x+ c صورت به جواب بنابراین .exy′ + exy = d

dx
(exy) = 1 لذا .exy′ + exy = 1

I بازه روی µ(x) مانند ناصفر تابع ی یافتن به مشروط بالا سوال به دادن جواب بنابراین است.
مسئله بیایید کند. عمل را ما مطلوب خواسته y′ + p(x)y = g(x) در تابع این ضرب با که است
معادله ساز انتگرال عامل را µ (تابع دارد وجود µ چنین کنیم فرض یعن کنیم، فرض شده حل را

لذا و م نامیم) اول مرتبه خط دیفرانسیل

µg(x) = µy′ + µp(x)y =
d

dx
(µy) = µy′ + µ′y.

ی با و µ′

µ
= p(x) نتیجه در .µ′ = µp(x) داریم y ̸= 0 که این فرض با و µp(x)y = µ′y پس

داریم است) نیاز µ ی فقط (چون گیری انتگرال ثابت کردن اعمال بدون گیری انتگرال

lnµ =

∫
p(x)dx ⇒ µ = e

∫
p(x)dx.

کنیم. فرض مثبت تابع ی م توانیم را µ که کنید دقت یافته ایم. را نظر مد تابع یعن
کنید. دنبال زیر کادر در را حل روش و بالا مطالب خلاصه اکنون

اول: مرتبه خط دیفرانسیل معادله کل صورت

y′ + p(x)y = g(x)
dy

dx
+ p(x)y = g(x)

اول: مرتبه خط دیفرانسیل معادله عموم جواب یافتن روش
و µg(x) = d

dx
(µy) پس م کنیم. ضرب µ = e

∫
p(x)dx ساز انتگرال عامل تابع در را طرفین

است. µy =
∫
µg(x)dx+ c صورت به عموم جواب لذا

که داشت خواهیم بنابراین است. اول مرتبه خط y′ − 2xy = 0 دیفرانسیل معادله .۴ . ٢ . ١ مثال
پس .µ = e

∫
p(x)dx = e

∫
−2xdx = e−x2

µy =

∫
µg(x)dx+ c ⇒ e−x2

y =

∫
0dx+ c = c

است. عموم جواب y = cex
2 لذا و
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دیفرانسیل معادله عموم جواب م خواهیم .۵ . ٢ . ١ مثال

tanxy′ + y = 3x sec x

داریم tanx بر تقسیم با اما نیست. اول مرتبه خط ظاهر به دیفرانسیل معادله این کنیم. پیدا را

y′ + (cot x)y = 3x cscx

پس .µ = e
∫
p(x)dx = e

∫
cotxdx = eln sinx = sinx که داشت خواهیم نتیجه در و

µy =

∫
µg(x)dx+ c ⇒ sinx y =

∫
3x csc x sin xdx+ c =

3x2

2
+ c

است. عموم جواب y = c
sinx

+ 3x2

2 sinx
لذا و

به اول مرتبه دیفرانسیل معادله دو این کرد! خواهیم معرف را معروف بسیار معادله دو ادامه در
م شوند. خط معادله به تبدیل تغییرات با اما نیستند خط ظاهر

برنول دیفرانسیل معادله

آن در که است y′ + p(x)y = yng(x) برنول ( خط (غیر دیفرانسیل معادله کل صورت
متغیر تغییر با معادله این است). خط معادله n = 1 یا n = 0 (اگر است n ∈ R \ {0, 1}
ل ش به یعن م شود، x برحسب u اول مرتبه خط دیفرانسیل معادله به تبدیل u = y1−n

م کنیم. حل را خط معادله آن سپس و کنید) (بررس u′ + (1− n)p(x)u = (1− n)g(x)

این کنیم. پیدا را y′ − y
3
= y−2(x+1

3
) دیفرانسیل معادله عموم جواب م خواهیم .۶ . ٢ . ١ مثال

متغیر تغییر است. g(x) = x+1
3

و p(x) = −1
3

برنول معادله این در است. برنول معادله ی
داریم 3y2 در معادله ضرب با بنابراین .u′ = 3y′y2 م کنیم اعمال را u = y1−n = y3

3y2y′ − y3 = x+ 1 ⇒ u′ − u = x+ 1

که داشت خواهیم نتیجه در م شود. مبدل x از تابع u خط دیفرانسیل معادله صورت به که
پس .µ = e

∫
p0(x)dx = e

∫
−dx = e−x

µu = µy3 =

∫
µg0(x)dx+ c ⇒

e−xy3 =

∫
e−x(x+ 1)dx+ c = −xe−x − 2e−x + c

جز به جز روش از گیری (انتگرال است عموم جواب y3 = ex(−xe−x − 2e−x + c) لذا و
است). شده استفاده
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این کنیم. پیدا را dy
dx

− y = xy2 دیفرانسیل معادله عموم جواب م خواهیم .٢ . ١ . ٧ مثال
متغیر تغییر است. g(x) = x و p(x) = −1 برنول معادله این در است. برنول معادله ی

داریم −y−2 در معادله ضرب با بنابراین .u′ = −y′y−2 م کنیم اعمال را u = y1−n = y−1

−y−2y′ + y−2y = −y−2xy2 ⇒ u′ + u = −x

که داشت خواهیم نتیجه در م شود. مبدل x از تابع u خط دیفرانسیل معادله صورت به که
پس .µ = e

∫
p0(x)dx = e

∫
dx = ex

µu = µy−1 =

∫
µg0(x)dx+ c ⇒ exy−1 =

∫
−xexdx+ c = ex − xex + c

است). شده استفاده جز به جز روش از گیری (انتگرال است عموم جواب y = ex

ex−xex+c
لذا و

کنید. حل y(1) = 1 اولیه شرط با را xy′ + xy2 = y دیفرانسیل معادله .٢ . ١ . ٨ تمرین

تقسیم x بر را طرفین اما نیست! خط ظاهر به ول است اول مرتبه دیفرانسیل معادله حل.
g(x) = −1 و p(x) = 1

x
برنول معادله این در است! برنول معادله ی y′−y 1

x
= −y2 و م کنیم

در معادله ضرب با بنابراین .u′ = −y′

y2
م کنیم اعمال را u = y1−n = y−1 متغیر تغییر است.

مبدل x از تابع u اول مرتبه خط دیفرانسیل معادله صورت به u′ − u 1
x
= −1 داریم −y−2

پس .µ = e
∫
p0(x)dx = e

∫ −1
x

dx = e− lnx = −1
x

که داشت خواهیم نتیجه در م شود.

µu =

∫
µg0(x)dx+ c ⇒ −1

x
u =

∫
1

x
dx+ c = ln x+ c

داریم y(1) = 1 اولیه شرط اعمال با است. عموم جواب u = y−1 = −x(lnx + c) لذا و
.c = −1

کنید. پیدا را y′ + sin y + x cos y + x = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب .٢ . ١ . ٩ تمرین

.u = tan y
2

کنیم فرض اما نیست! خط ظاهر به ول است اول مرتبه دیفرانسیل معادله حل.
پس

sin y =
tan y

2

1 + tan2 y
2

cos y =
1− tan2 y

2

1 + tan2 y
2

y′ =
2u′

1 + u2
.

پس .µ = e
∫
p(x)dx = e

∫
dx = ex داریم م آید. دست به u′ + u = −x نتیجه در

µu =

∫
µg(x)dx+ c ⇒ exu =

∫
−xexdx+ c = ex − xex + c

است. عموم جواب u = tan y
2
= 1− x+ ce−x لذا و
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ات ری دیفرانسیل معادله

صورت به ات ری خط غیر اول مرتبه دیفرانسیل معادله کل صورت

y′ + q(x)y2 + p(x)y = g(x)

ی باید معادله این حل برای است). خط معادله صورت این غیر در (چون q(x) ̸= 0 که است
اگر است. زدن حدس خصوص جواب این معمولا باشیم. داشته اختیار در را خصوص جواب
جواب عنوان به را ... و sinx ،x ،ex مانند معروف توابع شدید مواجه معادله این با امتحان در

خصوص جواب ی y1 که کنیم فرض ، ات ری معادله حل برای کنید! امتحان اولیه خصوص
م دهیم قرار ات ری معادله در را زیر معادلات داریم. اختیار در قبل از که باشد ات ری معادله

y = y1 +
1

u
y′ = y′1 −

u′

u2

و شود حاصل x از تابع u اول مرتبه خط دیفرانسیل معادله ی تا است) x از تابع u (که
م کنیم. حل را خط معادله آن سپس

پیدا را y′ − x3 − 2
x
y + 1

x
y2 = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب م خواهیم .٢ . ١ . ١٠ مثال

اولیه خصوص جواب ی به نیاز آن حل برای است. ات ری معادله ی این که است واضح کنیم.
کنید). (بررس است خصوص جواب ی y1 = −x2 م کنیم. امتحان را معروف توابع داریم.

ات ری معادله در را زیر معادلات حال

y = y1 +
1

u
= −x2 +

1

u
y′ = y′1 −

u′

u2
= −2x− u′

u2

داریم م دهیم. قرار

y′ − x3 − 2

x
y +

1

x
y2 = 0 ⇒

− 2x− u′

u2
− x3 − 2

x
(−x2 +

1

u
) +

1

x
(−x2 +

1

u
)2 = 0 ⇒

u′ + (
2

x
+ 2x)u =

1

x

که داشت خواهیم بنابراین م شود. مبدل x از تابع u اول مرتبه خط دیفرانسیل معادله به که
پس .µ = e

∫
p(x)dx = e

∫
( 2
x
+2x)dx = ex

2+2 lnx = ex
2
elnx2

= ex
2
x2

µu =

∫
µg(x)dx+ c ⇒ ex

2

x2u =

∫
ex

2

x2 1

x
dx+ c =

1

2
ex

2

+ c

داریم ذاری جای با و

y = −x2 +
1

u
⇒ y = −x2 +

ex
2
x2

1
2
ex2 + c

.
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بدانیم که شرط به کنید پیدا را y′ = y2 − 2
x2 دیفرانسیل معادله عموم جواب .٢ . ١ . ١١ تمرین

است. بالا معادله خصوص جواب ی y1 = 1
x

ات ری معادله در را زیر معادلات حال است. ات ری معادله ی این که است واضح حل.

y = y1 +
1

u
=

1

x
+

1

u
y′ = y′1 −

u′

u2
=

−1

x2
− u′

u2

داریم م دهیم. قرار

y′ = y2 − 2

x2
⇒ −1

x2
− u′

u2
= (

1

x
+

1

u
)2 − 2

x2
⇒ u′ +

2u

x
= −1

که داشت خواهیم بنابراین م شود. مبدل x از تابع u اول مرتبه خط دیفرانسیل معادله به که
پس .µ = e

∫
p(x)dx = e

∫
2
x
dx = e2 lnx = elnx2

= x2

µu =

∫
µg(x)dx+ c ⇒ x2u =

∫
−x2dx+ c =

−1

3
x3 + c

داریم ذاری جای با و

y =
1

x
+

1

u
⇒ y =

1

x
+

x2

−1
3
x3 + c

.

پذیر جدایی دیفرانسیل معادله ٢ . ٢
م کنیم. آغاز را کار پذیر جدایی معادله تعریف با

صورت به بتوانیم را F (x, y, y′) = 0 اول مرتبه دیفرانسیل معادله کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ تعریف
دیفرانسیل معادله گوییم صورت این در بنویسیم. u(x)dx+ v(y)dy = 0 یا y′ = f(x)g(y)

است. پذیر جدایی اول مرتبه

که داریم زیرا است. پذیر جدایی دیفرانسیل معادله ی y′ = x2y دیفرانسیل معادله .٢ . ٢ . ٢ مثال
.y′ = f(x)g(y) و g(y) = y ،f(x) = x2

زیرا است. پذیر جدایی دیفرانسیل معادله ی ydy + xdx = 0 دیفرانسیل معادله .٢ . ٢ . ٣ مثال
است. v(y) = y و u(x) = x

است. پذیر جدایی دیفرانسیل معادله ی y′ = sin x tan y دیفرانسیل معادله .۴ . ٢ . ٢ مثال

دیفرانسیل معادله ی (
√
x + ex)dx + (1 + tan y)dy = 0 دیفرانسیل معادله .۵ . ٢ . ٢ مثال

است. پذیر جدایی

است. پذیر جدایی دیفرانسیل معادله ی y′ = xy
(1+y) cosx

دیفرانسیل معادله .۶ . ٢ . ٢ مثال
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جدایی معادله ی است. ساده بسیار پذیر جدایی معادله ی عموم جواب آوردن دست به روش
U(x) =

∫
u(x)dx کنیم فرض و یرید ب نظر در را u(x)dx + v(y)dy = 0 صورت به پذیر

اما .V ′(y) = v(y)y′ = v(y) dy
dx

و U ′(x) = u(x) که است واضح .V (y) =
∫
v(y)dy و

و U ′(x) + V ′(y) = 0 پس .u(x) + v(y) dy
dx

= 0 داریم u(x)dx + v(y)dy = 0 رابطه از
بنابراین م شود. c ثابت برابر راست سمت انتگرال که شود دقت .U(x) + V (y) = c نتیجه در
جمع مطالب خلاصه زیر کادر در است.

∫
u(x)dx +

∫
v(y)dy = c صورت به عموم جواب

است. شده آوری
اول: مرتبه پذیر جدایی دیفرانسیل معادله کل صورت

y′ = f(x)g(y) u(x)dx+ v(y)dy = 0

اول: مرتبه پذیر جدایی معادله عموم جواب یافتن
م کنیم. مشخص را معادله بودن پذیر جدایی (١)

م نویسیم. u(x)dx+ v(y)dy = 0 صورت به را معادله (٢)
م گیریم. انتگرال

∫
u(x)dx+

∫
v(y)dy = c صورت به معادله از (٣)

کنید. دنبال را زیر مثال های بهتر درک برای

که است واضح کنیم. حساب را y′ = x
y

دیفرانسیل معادله عموم جواب م خواهیم .٢ . ٢ . ٧ مثال
پس دارد. را پذیر جدایی دیفرانسیل معادله ی کل صورت همچنین است. ی مرتبه از معادله این
.xdx − ydy = 0 معادلا یا ydy = xdx داریم نتیجه در م نویسیم. dy

dx
= x

y
صورت به را آن

.1
2
x2 − 1

2
y2 = c بنابراین و

∫
xdx−

∫
ydy = c یعن م گیریم. انتگرال حال

است واضح کنیم. حساب را y′ = ex+y دیفرانسیل معادله عموم جواب م خواهیم .٢ . ٢ . ٨ مثال
به را پذیر جدایی دیفرانسیل معادله ی کل صورت همچنین است. ی مرتبه از معادله این که
م نویسیم. dy

dx
= exey = ex

e−y صورت به را آن پس y′ = ex+y = exey داریم اما ندارد. ظاهر
یعن م گیریم. انتگرال حال .exdx − e−ydy = 0 معادلا یا e−ydy = exdx داریم نتیجه در

.ex + e−y = c بنابراین و
∫
exdx−

∫
e−ydy = c

را xy(1 + x2)dy = (1 + y2)dx دیفرانسیل معادله عموم جواب م خواهیم .٢ . ٢ . ٩ مثال
جدایی دیفرانسیل معادله ی این است. ی مرتبه از معادله این که است واضح کنیم. حساب
م گیریم انتگرال حال . y

1+y2
dy = 1

x(1+x2)
dx داریم هوشمندانه تغییرات کم با زیرا است. پذیر

داریم اما کنیم. استفاده خود گیری انتگرال مهارت های از باید اکنون .
∫

y
1+y2

dy =
∫

1
x(1+x2)

dx

1

x(1 + x2)
=

A

x
+

Bx+ C

1 + x2
⇒ 1 ≡ A(1 + x2) +Bx2 + Cx ⇒

1 ≡ (A+B)x2 + Cx+ A ⇒ A = 1, B = −1, C = 0
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∫بنابراین
y

1 + y2
dy =

∫
1

x(1 + x2)
dx =

∫
1

x
−

∫
x

1 + x2
dx ⇒

1

2
ln(1 + y2) = ln|x|−1

2
ln(1 + x2) + c ⇒

ln(1 + y2) = 2 ln|x|− ln(1 + x2) + 2c ⇒

ln(1 + y2) = ln
x2

1 + x2
+ ln c1 = ln

c1x
2

1 + x2

کنیم؟) زین جای ln c1 با را 2c هستیم مجاز (چرا 1 + y2 = c1x2

1+x2 بنابراین

ی معادله این مرتبه که است واضح کنیم. حل را y′ = 2x+ y معادله م خواهیم .٢ . ٢ . ١٠ مثال
مشتق و 2x + y = u متغیر تغییر با اما چطور؟)! (خط نیست پذیر جدایی معادله این اما است.
نتیجه در و du

dx
− 2 = u داریم ذاری جای با پس .2 + y′ = u′ ⇒ dy

dx
= du

dx
− 2 داریم گیری

داریم گیری انتگرال با حال است. پذیر جدایی دیفرانسیل معادله که 1
u+2

du = dx∫
1

u+ 2
du =

∫
dx ⇒ ln|u+ 2|= x+ c.

.ln|2x+ y + 2|= x+ c بنابراین

کند. عبور (1, 1) از که کنید پیدا را x2+ y2 = c منحن های دسته از قائم مسیر .٢ . ٢ . ١١ تمرین

م کنیم. مشخص را x2+y2 = c منحن های دسته قائم مسیره های دیفرانسیل معادله ابتدا حل.
گیری مشتق بار ی باید بنابراین است. ی برابر معادله مرتبه پس دارد ثابت ی منحن ها دسته چون
داریم کنیم. عوض −1

y′
با را y′ باید حال .2x + 2yy′ = 0 ⇒ x + yy′ = 0 دهیم انجام

دیفرانسیل معادله این نماییم. حل را اول مرتبه معادله این باید اکنون .y′ = y
x

یعن .x+ −y
y′

= 0

داریم گیری انتگرال با و y′ = y
x

⇒ 1
y
dy = 1

x
dx داریم و است پذیر ∫جدایی

1

y
dy =

∫
1

x
dx ⇒ ln|x|+ ln c = ln|y| ⇒ ln c|x|= ln|y|.

و |y|= c|x| است دلخواه c چون است. |y|= c|x| ،x2 + y2 = c بر قائم منحن های دسته پس
c = 1 ،x = y = 1 ذاری جای با حال ونه؟). (چ م کنند مشخص را منحن دسته ی y = cx

است. نظر مد y = x خصوص جواب پس م آید. دست به

کنید. حل را xy2(xy′ + y) = 1 دیفرانسیل معادله .٢ . ٢ . ١٢ تمرین

را xy = u متغیر تغییر نیست. پذیر جدایی که است اول مرتبه از دیفرانسیل معادله این حل.
داریم ذاری جای با .y + xy′ = u′ م کنیم اعمال

xy2(xy′ + y) = 1 ⇒ uyu′ = 1 ⇒ u2

x

du

dx
= 1 ⇒ u2du = xdx.
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داریم اختیار در گیری انتگرال آماده پذیر جدایی معادله ی ∫حال
u2du =

∫
xdx

این معرف از قبل اما م دهیم. آموزش را آن حل روش و ن هم دیفرانسیل معادله بخش این در
داریم. نیاز تعریف چند به دیفرانسیل معادله

عدد هر برای هرگاه است n درجه از ن هم f(x1, x2, ..., xm) تابع گوییم .٢ . ٣ . ١ تعریف
باشیم داشته a (ناصفر) حقیق

f(ax1, ax2, ..., axm) = anf(x1, x2, ..., xm).

داریم a حقیق عدد هر برای زیرا است. صفر درجه از ن هم f(x, y) = cos x
y

تابع .٢ . ٣ . ٢ مثال

f(ax, ay) = cos
ax

ay
= cos

x

y
= a0f(x, y) = f(x, y).

a حقیق عدد هر برای زیرا است. سه درجه از ن هم f(x, y, z) = x2z + yz2 تابع همچنین
داریم

f(ax, ay, az) = (ax)2(az) + (ay)(az)2 = a3(x2z + yz2) = a3f(x, y, z).

f(x) =
√
x همچنین نیستند. ن هم f(x, y) = x3+

√
y و f(x) = x2+1 تابع .٢ . ٣ . ٣ مثال

زیرا است. 1
2

درجه از ن هم

f(ax) =
√
ax =

√
a
√
x = a

1
2f(x).

م آوریم. را ن هم دیفرانسیل معادله تعریف اکنون
صورت به بتوانیم را F (x, y, y′) = 0 دیفرانسیل معادله کنیم فرض .۴ . ٢ . ٣ تعریف

f(x, y)dx+ g(x, y)dy = 0 y′ =
f(x, y)

g(x, y)

گوییم صورت این در هستند. n درجه از ن هم دو هر g(x, y) و f(x, y) آن در که بنویسیم
است. n درجه از ن هم دیفرانسیل معادله ی F (x, y, y′) = 0

زیرا است. دو درجه از ن هم xydx + y2dy = 0 اول مرتبه دیفرانسل معادله .۵ . ٢ . ٣ مثال
هستند. دو درجه از ن هم توابع g(x, y) = y2 و f(x, y) = xy

که داریم زیرا نیست. ن هم x cos ydx + y2dy = 0 اول مرتبه دیفرانسل معادله .۶ . ٢ . ٣ مثال
دو درجه از ن هم توابع g(x, y) = y2 که شود دقت نیست. ن هم تابع f(x, y) = x cos y

است.
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که داریم زیرا نیست. ن هم x
√
xydx + xy2dy = 0 اول مرتبه دیفرانسل معادله .٢ . ٣ . ٧ مثال

از ن هم تابع g(x, y) = xy2 که حال در است. دو مرتبه از ن هم تابع f(x, y) = x
√
xy

م باشد. سه درجه
معادله ی که است مشخص آسان به y′ = xy

x2+y2
اول مرتبه دیفرانسل معادله .٢ . ٣ . ٨ مثال

است. دو مرتبه از ن هم دیفرانسیل

نیست. قضاوت قابل ظاهر و ل ش این با yy′ = x2y
x2+y2

اول مرتبه دیفرانسل معادله .٢ . ٣ . ٩ مثال
معادله که است مشخص آسان به اکنون .x2ydx− y(x2 + y2)dy = 0 پس y′ = dy

dx
داریم اما

داریم. اختیار در سه مرتبه از ن هم دیفرانسیل

اول: مرتبه ن هم دیفرانسیل معادله کل صورت

(الف) y′ = f(x, y)

g(x, y)
(ب) f(x, y)dx+ g(x, y)dy = 0

اول: مرتبه ن هم دیفرانسیل معادله عموم جواب یافتن روش
م کنیم. مشخص را معادله بودن ن هم (١)

حاصل اول مرتبه پذیر جدایی معادله تا م کنیم اعمال را u = y
x

یا y = ux متغیر تغییر (٢)
رخ (ب) اگر و م کنیم استفاده y′ = u+ xu′ از داد رخ (الف) صورت اگر راحت برای شود.

م کنیم. استفاده dy = udx+ xdu از داد
م کنیم. حل را (٢) در اول مرتبه پذیر جدایی معادله (٣)

شوید. متوجه بهتر را ن هم معادله حل روش تا کنید دنبال را زیر مثال های
اما است. اول مرتبه دیفرانسیل معادله ی x(y − x)y′ = y2 دیفرانسیل معادله .٢ . ٣ . ١٠ مثال
تغییر حال است. دو درجه ن هم که م دهد نشان ساده بررس ی نتیجه در و y′ = y2

x(y−x)
داریم
متغیر

y = ux y′ = u+ xu′

پس م کنیم. اعمال را

y′ =
y2

x(y − x)
⇒ u+ xu′ =

(ux)2

x(ux− x)
⇒

u+ xu′ =
u2

u− 1
⇒ xu′ =

u

u− 1

dx
x
− (u−1)du

u
= 0 اول مرتبه پذیر جدایی دیفرانسیل معادله ،u′ = du

dx
گرفتن نظر در با بنابراین

داریم م شود. حاصل

0 =

∫
dx

x
−

∫
(u− 1)du

u
=

∫
dx

x
−

∫
(1− 1

u
)du =

ln|x|−
∫

du+

∫
du

u
+ c = ln|x|−u+ ln|u|+c
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است. ln|x|− y
x
+ ln| y

x
|+c = 0 صورت به نشده) (ساده عموم جواب پس

بررس ی و است اول مرتبه (x + 3y)dx + (x− y)dy = 0 دیفرانسل معادله .٢ . ٣ . ١١ مثال
متغیر تغییر حال است. ی درجه از ن هم که م دهد نشان ساده

y = ux dy = udx+ xdu

پس م کنیم. اعمال را

0 = (x+ 3y)dx+ (x− y)dy = (x+ 3ux)dx+ (x− ux)(udx+ xdu) =

xdx+ 3xudx+ xudx+ x2du− xu2dx− x2udu

اول مرتبه پذیر جدایی دیفرانسیل معادله سازی ساده از بعد بنابراین

dx

x
+

(3u+ 1)du

3u2 + 2u− 1
= 0

داریم م شود. حاصل

0 =

∫
dx

x
+

∫
(3u+ 1)du

3u2 + 2u− 1
= ln|x|+ln|3u2 + 2u− 1|

2
+ c

است. ln|x|+ ln|3( y
x
)2+ 2y

x
−1|

2
+ c = 0 صورت به نشده) (ساده عموم جواب پس

(در مستقل متغییر برای ن هم معادله حل در شده اید متوجه مثال ها از که طور همان .٢ . ٣ . ١٢ تذکر
وجود پس است. lnx تابع از مضربی آن حاصل که داریم گیری انتگرال ی همواره (x بالا مثال های

کرده اید. دنبال درست به را حل فرآیند که است مطلب این تشخیص برای ملاک ی lnx

دیفرانسیل معادله ی به متغیر تغییر ی با اول مرتبه دیفرانسیل معادلات اوقات گاه .٢ . ٣ . ١٣ تذکر
که این یا است مشخص دیفرانسیل معادله صورت از متغیر تغییر یا معمولا م شود. تبدیل ن هم

نمایید. دقت زیر مثال به م شود. داده ما به متغیر تغییر آن

نوع به توجه با اما نیست! ن هم y′ = y3

2xy2−2x2 دیفرانسیل معادله که است واضح .١۴ . ٢ . ٣ مثال
دیفرانسیل معادله a ∈ R که y = ua متغیر تغییر با که زد حدس م توان ن هم تعریف و معادله

داریم بنابراین م کنیم. اعمال را متغیر تغییر a دقیق مقدار کردن مشخص برای شود. ن هم

dy

dx
= aua−1du

dx
⇒ y′ = au′ua−1

پس

y′ =
y3

2xy2 − 2x2
⇒ au′ua−1 =

(ua)3

2x(ua)2 − 2x2

⇒ u′ =
u3a

aua−1(2xu2a − 2x2)
=

u3a

2axu3a−1 − 2ax2ua−1
(I)
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داریم پس
f(x, u) = u3a g(x, u) = 2axu3a−1 − 2ax2ua−1

تساوی باید پس شود. ن هم تابع g(x, u) باید شود ن هم جدید دیفرانسیل معادله که این برای
یعن شود برقرار u و x توان های

1 + 3a− 1 = 2 + a− 1 ⇒ 3a = a+ 1.

درجه از ن هم (I) معادله که م شود مشخص مقدار این ذاری جای با باشد. a = 1
2

باید یعن این
رها تمرین عنوان به را آن حل که است ٢ . ٣ . ١٠ مثال همان ننیف هم متغیر تغییر اعمال با و است 3

2

م کنیم.

م شود تبدیل اول مرتبه ن هم دیفرانسیل معادله ی به تغییر کم با که معادلات از ر دی دسته ای
م گیریم: نظر در حالت دو در را معادلات این هستند. y′ = ax+by+c

dx+ey+f
صورت به

داشته تلاق (x0, y0) نقطه در dx + ey + f = 0 و ax + by + c = 0 خط دو اگر (الف)
م کنیم. اعمال را y = Y + y0 و x = X + x0 متغیر تغییر باشند،

متغیر تغییر از باشند، موازی dx + ey + f = 0 و ax + by + c = 0 خط دو اگر (ب)
م رسیم. پذیر جدایی معادله به و م کنیم استفاده u = ax+ by

نمایید. دنبال را زیر مثال های

خط دو تلاق محل ابتدا نیست. ن هم y′ = x+y−1
x+4y+2

اول مرتبه دیفرانسیل معادله .١۵ . ٢ . ٣ مثال
متغیر تغییر و است (2,−1) نقطه که م کنیم مشخص را x+ 4y + 2 = 0 و x+ y − 1 = 0

x = X + 2 y = Y − 1

داریم م کنیم. اعمال را

dy

dx
=

x+ y − 1

x+ 4y + 2
⇒ Y ′ =

dY

dX
=

X + 2 + Y − 1− 1

X + 2 + 4Y − 4 + 2
=

X + Y

X + 4Y
.

ن هم متغیر تغییر اعمال با است. ی درجه از ن هم دیفرانسیل معادله ی جدید معادله وضوح به

Y = vX Y ′ = v +Xv′

آن عموم جواب که م شود حاصل dX
X

+ (4v+1)dv
4v2−1

= 0 پذیر جدایی معادله

0 =

∫
dX

X
+

∫
(4v + 1)dv

4v2 − 1
= ln|X|+∫

4vdv

4v2 − 1
−
∫

−dv

4v2 − 1
+ c = ln|X|+1

2
ln|4v2 − 1|−

1

2
ln|2v − 1

2v + 1
|+c
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نشده) (ساده عموم جواب و م کنیم اعمال را متغیرها تغییر حال است.

ln|x− 2|+1

2
ln|4(y + 1

x− 2
)2 − 1|−1

2
ln|

2(y+1)
x−2

− 1
2(y+1)
x−2

+ 1
|+c = 0

است.

و x+ y = 0 خط دو اما نیست. ن هم y′ = x+y
x+y+1

اول مرتبه دیفرانسیل معادله .١۶ . ٢ . ٣ مثال
متغیر تغییر و هستند موازی x+ y + 1 = 0

u = x+ y ⇒ u′ = 1 + y′

داریم م کنیم. اعمال را

y′ =
x+ y

x+ y + 1
⇒ u′ − 1 =

u

u+ 1

⇒ u′ =
2u+ 1

u+ 1
⇒ du

dx
=

2u+ 1

u+ 1
.

لذا و است پذیر جدایی دیفرانسیل معادله ی جدید معادله وضوح ∫به
dx−

∫
u+ 1

2u+ 1
du = c ⇒ x− (

∫
(
1

2
+

1
2

2u+ 1
)) = c ⇒

x− 1

2
u− 1

4
ln|4u+ 2|= c

کنیم. ذاری جای را u است کاف حال

تبدیل ن هم دیفرانسیل معادله ی به را y′ = x−y
x+y−2

اول مرتبه دیفرانسیل معادله .٢ . ٣ . ١٧ تمرین
نیست). لازم معادله (حل کنید

خط دو تلاق محل ابتدا پس نیست. ن هم y′ = x−y
x+y−2

اول مرتبه دیفرانسیل معادله حل.
متغیر تغییر و است (1, 1) نقطه که م کنیم مشخص را x+ y − 2 = 0 و x− y = 0

x = X + 1 y = Y + 1

دیفرانسیل معادله در ذاری جای با لذا ،dy = dY و dx = dX چون حال م کنیم. اعمال را
داریم dy

dx
= x−y

x+y−2

dY

dX
=

X + 1− Y − 1

X + 1 + Y + 1− 2
=

X − Y

X + Y
.

است. ی درجه از ن هم دیفرانسیل معادله ی جدید معادله وضوح به
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دیفرانسیل معادله خصوص جواب .٢ . ٣ . ١٨ تمرین

(x− sin y + 3)dx+ (x− 2 sin y) cos ydy = 0

بیابید. را م گذرد (1, π) نقطه از که را

تغییر با ندارد! را ن هم دیفرانسیل معادله هوای و حال و است پیچیده ظاهر به معادله حل.
داریم پس م کنیم. شروع sin y = u متغیر

y′ cos y = u′ ⇒ cos y
dy

dx
=

du

dx
⇒ cos ydy = du.

داریم اصل دیفرانسیل معادله در ذاری جای با

(x− u+ 3)dx+ (x− 2u)du = 0 ⇒ u′ =
x− u+ 3

2u− x
.

داریم و است (−6,−3) نقطه x− u+ 3 = 0 و 2u− x = 0 خط دو تلاق محل

x = X − 6 u = U − 3

نتیجه ودر u′ = du
dx

= x−u+3
2u−x

پس

dU

dX
= U ′ =

X − 6− U + 3 + 3

2U − 6−X + 6
=

X − U

2U −X
.

م کنیم اعمال را ن هم متغیر تغییر و داریم اختیار در ی درجه ن هم دیفرانسیل معادله ی اکنون

U = vX U ′ = v +Xv′

نتیجه در و U ′ = X−U
2U−X

پس

v +Xv′ =
X − vX

2vX −X
=

1− v

2v − 1
.

پذیر جدایی دیفرانسیل معادله سازی ساده با

dX

X
=

2v − 1

1− 2v2
dv

داریم حال م شود. ∫حاصل
dX

X
=

∫
2v − 1

1− 2v2
dv =∫

2v

1− 2v2
−

∫
1

1− 2v2
=

∫
2v

1− 2v2
−
∫ 1

2

1−
√
2v

−
∫ 1

2

1 +
√
2v

.

٣٣



لذا
ln|X|+c = − ln|1− 2v2|

2
+

ln|1−
√
2v|

2
√
2

− ln|1 +
√
2v|

2
√
2

.

اما .u = 0 پس است y = π چون کنیم. معلوم را c باید پس هستیم خصوص جواب دنبال اما
حسب بر عموم جواب در ذاری جای با حال .u = 0 زیرا v = 0 نتیجه در و X = 7 پس x = 1
متغیر تغییرات ذاری جای از (بعد نظر مد خصوص جواب بنابراین .c = − ln 7 که داریم X و v

(v = U
X

= u+3
x+6

= sin y+3
x+6

و

ln|x+ 6|− ln 7 = −
ln|1− 2( sin y+3

x+6
)2|

2
+

ln|1−
√
2( sin y+3

x+6
)|

2
√
2

−

ln|1 +
√
2( sin y+3

x+6
)|

2
√
2

است.

کامل دیفرانسیل معادله ۴ . ٢
حل روش سپس و م کنیم معرف را اول مرتبه دیفرانسیل معادلات معروفترین از ی بخش این در

کرد. خواهیم بیان را معادلات این
ل ش به را F (x, y, y′) = 0 اول مرتبه دیفرانسیل معادله بتوانیم کنیم فرض .١ . ۴ . ٢ تعریف

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 (I)

موجود f(x, y) مانند متغییره دو تابع هرگاه است کامل (I) دیفرانسیل معادله گوییم بنویسیم.
که باشد

∂f

∂x
= fx = P (x, y)

∂f

∂y
= fy = Q(x, y)

فرض اگر زیرا است. کامل (2xy+3)dx+x2dy = 0 اول مرتبه دیفرانسیل معادله .٢ . ۴ . ٢ مثال
آنگاه f(x, y) = x2y + 3x کنیم

fx = P (x, y) = 2xy + 3 fy = Q(x, y) = x2.

نیست. تا ی f(x, y) لزوما بنابراین یریم. ب نظر در هم را f(x, y) = x2y+3x+1 م توانیم حت

است. کامل (3 cos y)dx+(3y2−3x sin y)dy = 0 اول مرتبه دیفرانسیل معادله .٣ . ۴ . ٢ مثال
آنگاه f(x, y) = 3x cos y + y3 کنیم فرض اگر زیرا

fx = P (x, y) = 3 cos y fy = Q(x, y) = 3y2 − 3x sin y.

٣۴



سبب این و نیست ساده ای کار f(x, y) زدن حدس است، مشخص مثال ها از که همانطور
را ما نگران زیر قضیه اما آید. نظر به دشوار اول مرتبه کامل دیفرانسیل معادله تشخیص که م شود
است ذکر به لازم م کند. آسان را کامل دیفرانسیل معادله تشخیص و م کند طرف بر مورد این در
(I) دیفرانسیل معادله اگر که م دانیم م پذیریم. را آن اثبات بدون و نم کنیم اثبات را قضیه این که
با fyx = ∂Q

∂x
و fxy = ∂P

∂y
که داریم انتظار .fy = Q(x, y) و fx = P (x, y) آنگاه باشد کامل

را زیر قضیه لذا است. پیوستگ تساوی این شرط ی که دیده اید عموم ریاض در باشند. برابر هم
داریم.

ل ش به را F (x, y, y′) = 0 اول مرتبه دیفرانسیل معادله بتوانیم کنیم فرض .۴ . ۴ . ٢ قضیه

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 (I)

این در باشند. پیوسته D ⊆ R2 ناحیه در ∂Q
∂x

و ∂P
∂y

،Q ،P کنیم فرض همچنین بنویسیم.
.∂P
∂y

= ∂Q
∂x

اگر تنها و اگر است کامل (I) معادله صورت

شرایط زیرا است. کامل (2xy + 3)dx + x2dy = 0 اول مرتبه دیفرانسیل معادله .۵ . ۴ . ٢ مثال
.∂P
∂y

= 2x = ∂Q
∂x

داریم و است قرار بر ۴ . ۴ . ٢ قضیه

قضیه شرایط زیرا است. کامل (x+ y)dx+ xdy = 0 اول مرتبه دیفرانسیل معادله .۶ . ۴ . ٢ مثال
.∂P
∂y

= 1 = ∂Q
∂x

داریم و است قرار بر ۴ . ۴ . ٢

زیرا نیست. کامل (x + cos y)dx + sin xdy = 0 اول مرتبه دیفرانسیل معادله .٧ . ۴ . ٢ مثال
.∂P
∂y

= − sin y ̸= ∂Q
∂x

= cos x اما است قرار بر ۴ . ۴ . ٢ قضیه فرض های

اول: مرتبه کامل دیفرانسیل معادله کل صورت

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 Py =
∂P

∂y
=

∂Q

∂x
= Qx

اول: مرتبه کامل معادله عموم جواب یافتن روش
.fx = P (x, y) که باشد موجود f(x, y) مانند تابع م کنیم فرض است، کامل معادله چون
ثابت که م کنیم دقت و شود معلوم f(x, y) تا م گیریم انتگرال x به نسبت آخر تساوی از
ذاری جای و پیدا را h(y) مقدار حال .h(y) مانند است y حسب بر تابع گیری انتگرال

است. نهایی جواب f(x, y) = c اکنون م کنیم.
بعدی مراحل در و کنیم استفاده fy = Q(x, y) از fx = P (x, y) جای به م توانیم توجه:

دهیم. تغییر مناسب صورت به y و x به نسبت گیری انتگرال

م دهد. شرح شما برای بهتر را کامل معادله ی حل روند زیر مثال های

پیدا را (2xy + 3)dx + x2dy = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب م خواهیم .٨ . ۴ . ٢ مثال
داریم و است قرار بر ۴ . ۴ . ٢ قضیه شرایط زیرا است. کامل معادله و اول مرتبه از معادله این کنیم.
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.fx = P (x, y) = 2xy+3 که دارد وجود چنان f(x, y) تابع م کنیم فرض .∂P
∂y

= 2x = ∂Q
∂x

م گیریم انتگرال x به نسبت بالا رابطه طرفین ∫از x

fxdx = f(x, y) =

∫ x

(2xy + 3)dx = x2y + 3x+ h(y).

م گیریم مشتق y به نسبت بالا رابطه طرفین از کنیم. معلوم را h(y) باید اکنون

h′(y) = fy −
∂

∂y
(x2y + 3x) = Q(x, y)− x2 = x2 − x2 = 0.

م گیریم انتگرال y به نسبت آخر رابطه ∫از y

h′(y)dy = h(y) =

∫ y

0dy = c′.

است. عموم جواب x2y + 3x = c معادلا یا x2y + 3x+ c′ = c بنابراین

پیدا را cos y+ (y2 − x sin y)y′ = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب م خواهیم .٩ . ۴ . ٢ مثال
باز cos ydx+ (y2 − x sin y)dy = 0 صورت به را معادله است. اول مرتبه از معادله این کنیم.
داریم و است قرار بر ۴ . ۴ . ٢ قضیه شرایط زیرا است. کامل معادله ی صورت این م کنیم. نویس
.fx = P (x, y) = cos y که باشد موجود f(x, y) تابع م کنیم فرض .∂P

∂y
= − sin y = ∂Q

∂x

م گیریم انتگرال x به نسبت آخر رابطه طرفین ∫از x

fxdx = f(x, y) =

∫ x

(cos y)dx = x cos y + h(y).

م گیریم مشتق y به نسبت بالا رابطه طرفین از

h′(y) = fy −
∂

∂y
(x cos y) = Q(x, y) + x sin y = y2 − x sin y + x sin y = y2.

م گیریم انتگرال y به نسبت آخر رابطه ∫از y

h′(y)dy = h(y) =

∫ y

y2dy =
y3

3
+ c′.

است. عموم جواب x cos y + y3

3
= c بنابراین

توجه در آنچه از دقیق منظور هم تا م کنیم حل گفتیم کادر در که ”توجه” کم با را بالا مثال
استفاده روش کدام از که این نم کند. تغییری جواب که کنید مشاهده هم و کنید درک را است آمده
گیری مشتق و گیری انتگرال که یرید ب پیش در را حالت آن معمولا و است تجربی مطلبی م کنید

دارد. آسانتری
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را cos y + (y2 − x sin y)y′ = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب م خواهیم .١٠ . ۴ . ٢ مثال
cos ydx+ (y2 − x sin y)dy = 0 صورت به را معادله است. اول مرتبه از معادله این کنیم. پیدا
و است قرار بر ۴ . ۴ . ٢ قضیه شرایط زیرا است. کامل معادله ی صورت این م کنیم. نویس باز
باشیم داشته که باشد موجود چنان f(x, y) تابع م کنیم فرض حال .∂P

∂y
= − sin y = ∂Q

∂x
داریم

م گیریم انتگرال y به نسبت آخر رابطه طرفین از .fy = Q(x, y) = y2 − x sin y∫ y

fydy = f(x, y) =

∫ y

(y2 − x sin y)dy =
y3

3
+ x cos y + h(x).

م گیریم مشتق x به نسبت بالا رابطه طرفین از

h′(x) = fx −
∂

∂x
(
y3

3
+ x cos y) = P (x, y)− cos y = cos y − cos y = 0.

م گیریم انتگرال x به نسبت آخر رابطه ∫از y

h′(x)dx = h(x) =

∫ x

0dx = c′.

است. عموم جواب x cos y + y3

3
= c معادلا یا x cos y + y3

3
+ c′ = c بنابراین

شود. کامل y′ = x−xy2

x2y+ay
معادله که نمایید مشخص چنان را a ∈ R مقدار .١١ . ۴ . ٢ تمرین

شرایط م کنیم. بازنویس (x − xy2)dx + (−ay − x2y)dy = 0 ل ش به را معادله حل.
بنابراین .∂P

∂y
= ∂Q

∂x
باشیم داشته باید باشد کامل بخواهد معادله اگر پس است. برقرار ۴ . ۴ . ٢ قضیه

برای و ندارد a مقدار به ربط هیچ معادله بودن کامل کاف و لازم شرط .−2xy = −2xy داریم
است. کامل معادله a حقیق عدد هر

بیابید. را (yex+ey)dx+(ex+xey)dy = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب .١٢ . ۴ . ٢ تمرین

داریم و است قرار بر ۴ . ۴ . ٢ قضیه شرایط زیرا است. کامل معادله و اول مرتبه از معادله این حل.

∂P

∂y
= ex + ey =

∂Q

∂x
.

رابطه طرفین از .fx = P (x, y) = yex + ey که دارد وجود چنان f(x, y) تابع م کنیم فرض
م گیریم انتگرال x به نسبت ∫آخر x

fxdx = f(x, y) =

∫ x

(yex + ey)dx = yex + xey + h(y).

م گیریم مشتق y به نسبت بالا رابطه طرفین از

h′(y) = fy −
∂

∂y
(yex + xey) = Q(x, y)− ex − xey = ex + xey − ex − xey = 0.
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م گیریم انتگرال y به نسبت آخر رابطه ∫از y

h′(y)dy = h(y) =

∫ y

0dy = c′.

است. عموم جواب yex + xey = c بنابراین

انتگرال) (فاکتور کامل معادلات به تبدیل قابل معادلات ۵ . ٢
ضرب با اما نباشد کامل F (x, y, y′) = 0 اول مرتبه دیفرانسیل معادله است ن مم مواقع برخ در
این در نیست! آسان تابع چنین یافتن شود. کامل دیفرانسیل معادله ی به تبدیل مناسب تابع ی

م دهیم. آموزش را توابع چنین یافتن خاص بسیار حالت های در بخش
صورت به را F (x, y, y′) = 0 اول مرتبه دیفرانسیل معادله کنیم فرض .١ . ۵ . ٢ تعریف

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0

ی به تبدیل h(x, y) مانند ناصفر تابع ضرب با ول نباشد کامل معادله این اگر نوشته ایم.
م گوییم. انتگرال فاکتور h(x, y) ناصفر تابع به آنگاه شود کامل دیفرانسیل معادله

۴ . ۴ . ٢ قضیه شرایط است. اول مرتبه معادله ی ydx−xdy = 0 دیفرانسیل معادله .٢ . ۵ . ٢ مثال
در طرفین ضرب با اما نیست! کامل معادله این یعن ∂P

∂y
= 1 ̸= ∂Q

∂x
= −1 داریم اما است برقرار

را ۴ . ۴ . ٢ قضیه شرایط جدید معادله حال . y
x2dx − 1

x
dy = 0 داریم h(x, y) = 1

x2 ناصفر تابع
معادله یعن ∂P

∂y
= 1

x2 = ∂Q
∂x

داریم و م گیریم) نظر در پیوستگ نقاط مجموعه را D (ناحیه دارد
نیست! تا ی لزوما انتگرال فاکتور این است. انتگرال فاکتور h(x, y) = 1

x2 و است کامل جدید
معادله حال . 1

y
dx− x

y2
dy = 0 داریم h(x, y) = 1

y2
ناصفر تابع در طرفین ضرب با بار این مثلا

م گیریم) نظر در پیوستگ نقاط مجموعه را D (ناحیه م کند صدق ۴ . ۴ . ٢ قضیه شرایط در جدید
ری دی انتگرال فاکتور h(x, y) = 1

y2
و است کامل جدید معادله یعن .∂P

∂y
= −1

y2
= ∂Q

∂x
داریم و

است. معادله برای

را نیست کامل که دیفرانسیل معادله ی عموم جواب ونه چ انتگرال فاکتور که مطلب این اما
فاکتور جستجوی برای ما اصل دلیل حقیقت در زیر قضیه م آوریم. زیر قضیه در م دهد دست به

است. انتگرال
صورت به را F (x, y, y′) = 0 اول مرتبه دیفرانسیل معادله کنیم فرض .٣ . ۵ . ٢ قضیه

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0

و باشد h = h(x, y) انتگرال فاکتور دارای ول نباشد کامل دیفرانسیل معادله اگر نوشته ایم.
باشد f(x, y) = c عموم جواب دارای hP (x, y)dx+hQ(x, y)dy = 0 دیفرانسیل معادله

است. نیز P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 عموم جواب f(x, y) = c آنگاه
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که داریم اثبات.

hP (x, y)dx+ hQ(x, y)dy = 0 ⇒ h[P (x, y)dx+Q(x, y)dy] = 0.

را کروشه داخل عبارت باید نیست، صفر h چون و م کند صفر را بالا معادله f(x, y) = c اما
P (x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 دیفرانسیل معادله جواب f(x, y) = c یعن این و کند صفر

است.

مشاهده قبل مثال های در کنیم. حل را ydx−xdy = 0 دیفرانسیل معادله م خواهیم .۴ . ۵ . ٢ مثال
،٣ . ۵ . ٢ قضیه طبق پس است. دیفرانسیل معادله این برای انتگرال فاکتور ی h(x, y) = 1

y2
که شد

آنچه طبق کنیم. حل را است کامل که 1
y
dx − x

y2
dy = 0 معادله است کاف معادله این حل برای

که دارد وجود چنان f(x, y) تابع م کنیم فرض آموخته ایم، کامل معادله حل برای قبل بخش در
م گیریم انتگرال x به نسبت بالا رابطه طرفین از .fx = P (x, y) = 1

y∫ x

fxdx = f(x, y) =

∫ x 1

y
dx =

x

y
+ s(y).

م گیریم مشتق y به نسبت بالا رابطه طرفین از

s′(y) = fy −
∂

∂y
(
x

y
) = Q(x, y) +

x

y2
= − x

y2
+

x

y2
= 0.

م گیریم انتگرال y به نسبت آخر رابطه ∫از y

s′(y)dy = s(y) =

∫ y

0dy = c′.

ناصفر تابع که کرده اید مشاهده که شود دقت است. نظر مورد عموم جواب x
y
= c بنابراین

فاکتور این از استفاده است. ydx − xdy = 0 معادله برای انتگرال فاکتور نیز h(x, y) = 1
x2

کنید). (بررس نم دهد عموم جواب در تغییری انتگرال

ی کم دست دقیق صورت به آن کم با تا نداریم دسترس در خاص قضیه که شود دقت
م کند. ضمانت را انتگرال فاکتور وجود زیر قضیه اما کنیم. معلوم را انتگرال فاکتور

صورت به را F (x, y, y′) = 0 اول مرتبه دیفرانسیل معادله کنیم فرض .۵ . ۵ . ٢ قضیه

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0

دیفرانسیل معادله این عموم جواب f(x, y) = c و نباشد کامل دیفرانسیل معادله اگر نوشته ایم.
دارد. وجود معادله برای انتگرال فاکتور ی آنگاه باشد

قرار شما اختیار در را انتگرال فاکتور ساختن روش خاص خیل موارد در تا است آن وقت اکنون
دهیم.
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انتگرال فاکتور ساختن روش
صورت به را F (x, y, y′) = 0 اول مرتبه دیفرانسیل معادله که کنیم فرض قسمت، این در

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0

فاکتورهای ساختن نحوه از نمونه چندین ادامه در نیست. کامل دیفرانسیل معادله این و نوشته ایم
اثبات بدون را زیر قضیه های آورد. خواهیم قضایایی در را بالا دیفرانسیل معادله برای مشهور انتگرال

هستند. راست سر اثبات ها چند هر م پذیریم

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 معادله آنگاه باشد 1
Q
[∂P
∂y

− ∂Q
∂x
] = s(x) اگر .۶ . ۵ . ٢ قضیه

است. e
∫
s(x)dx صورت به انتگرال فاکتور دارای

کامل دیفرانسیل معادله از ردپایی که جا هر (و بخش همین آخر تا لحظه این از .٧ . ۵ . ٢ نمادگذاری
.∆ := ∂P

∂y
− ∂Q

∂x
که کنیم فرض راحت برای باشد)،

(3xy+ y2)dx+ (x2 + xy)dy = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب م خواهیم .٨ . ۵ . ٢ مثال
قرار بر ۴ . ۴ . ٢ قضیه شرایط است. اول مرتبه دیفرانسیل معادله ی این کنیم. پیدا را x > 0 برای

داریم اما نیست کامل معادله بنابراین .∂P
∂y

= 3x+ 2y ̸= 2x+ y = ∂Q
∂x

داریم و است

1

Q
∆ =

1

x2 + xy
(x+ y) =

1

x(x+ y)
(x+ y) =

1

x
= s(x).

ل ش به انتگرال فاکتور معادله بنابراین

h = h(x, y) = e
∫
s(x)dx = e

∫
dx
x = elnx = x

شود حاصل کامل معادله تا م کنیم ضرب انتگرال فاکتور در را معادله دارد.

(3x2y + xy2)dx+ (x3 + x2y)dy = 0.

طرفین از .fx = P (x, y) = 3x2y + xy2 که دارد وجود چنان f(x, y) تابع م کنیم فرض حال
م گیریم انتگرال x به نسبت آخر ∫رابطه x

fxdx = f(x, y) =

∫ x

(3x2y + xy2)dx = x3y +
1

2
x2y2 + k(y).

م گیریم مشتق y به نسبت بالا رابطه طرفین از

k′(y) = fy −
∂

∂y
(x3y +

1

2
x2y2) =

Q(x, y)− x3 − x2y = x3 + x2y − x3 − x2y = 0.
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م گیریم انتگرال y به نسبت آخر رابطه ∫از y

k′(y)dy = k(y) =

∫ y

0dy = c′.

است عموم جواب x3y + 1
2
x2y2 = c بنابراین

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 معادله آنگاه باشد −1
P
[∂P
∂y

− ∂Q
∂x
] = s(y) اگر .٩ . ۵ . ٢ قضیه

است. e
∫
s(y)dy صورت به انتگرال فاکتور دارای

دیفرانسیل معادله عموم جواب م خواهیم .١٠ . ۵ . ٢ مثال

(
y

x
ln(ln y) +

2

3
xy4)dx+ (

lnx

ln y
+ x2y3)dy = 0

D مناسب ناحیه برای ۴ . ۴ . ٢ قضیه شرایط است. اول مرتبه دیفرانسیل معادله ی این کنیم. پیدا را
معادله بنابراین .∂P

∂y
= ln(ln y)

x
+ 1

x ln y
+ 8xy3

3
̸= 1

x ln y
+ 2xy3 = ∂Q

∂x
داریم و است برقرار

داریم اما نیست کامل

−1

P
∆ =

−1
y
x
ln(ln y) + 2

3
xy4

(
ln(ln y)

x
+ 2xy3) =

−1

y
= s(y).

ل ش به انتگرال فاکتور معادله بنابراین

h = h(x, y) = e
∫
s(y)dy = e

∫ −dy
y = e− ln y =

−1

y

شود حاصل کامل معادله تا م کنیم ضرب انتگرال فاکتور در را معادله دارد.

(
−1

x
ln(ln y)− 2

3
xy3)dx+ (

− lnx

y ln y
− x2y2)dy = 0

.fx = P (x, y) = −1
x
ln(ln y) − 2

3
xy3 که دارد وجود چنان f(x, y) تابع م کنیم فرض حال

م گیریم انتگرال x به نسبت آخر رابطه طرفین ∫از x

fxdx = f(x, y) =

∫ x

(
− ln(ln y)

x
− x2y3

3
)dx =

− lnx ln(ln y)− x2y3

3
+ k(y).
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م گیریم مشتق y به نسبت بالا رابطه طرفین از

k′(y) = fy −
∂

∂y
(− lnx ln(ln y)− x2y3

3
) =

Q(x, y) +
lnx

y ln y
+ x2y2 =

− lnx

y ln y
− x2y2 +

lnx

y ln y
+ x2y2 = 0.

م گیریم انتگرال y به نسبت آخر رابطه ∫از y

k′(y)dy = k(y) =

∫ y

0dy = c′.

است. عموم جواب − lnx ln(ln y)− x2y3

3
= c بنابراین

دیفرانسیل معادله عموم جواب .١١ . ۵ . ٢ تمرین

(x cos y − y sin y)dy + (x sin y + y cos y)dx = 0

کنید. پیدا را

داریم و است قرار بر ۴ . ۴ . ٢ قضیه شرایط است. اول مرتبه دیفرانسیل معادله ی این حل.

∂P

∂y
= x cos y + cos y − y sin y ̸= cos y =

∂Q

∂x
.

داریم اما نیست کامل معادله بنابراین

1

Q
∆ =

1

x cos y − y sin y
(x cos y − y sin y) = 1 = s(x).

ل ش به انتگرال فاکتور معادله بنابراین

h = h(x, y) = e
∫
s(x)dx = e

∫
dx = ex

شود حاصل کامل معادله تا م کنیم ضرب انتگرال فاکتور در را معادله دارد.

ex(x sin y + y cos y)dx+ ex(x cos y − y sin y)dy = 0.

که دارد وجود چنان f(x, y) تابع م کنیم فرض حال

fx = P (x, y) = ex(x sin y + y cos y) = exx sin y + exy cos y.

جز) به جز گیری (انتگرال م گیریم انتگرال x به نسبت بالا رابطه طرفین ∫از x

fxdx = f(x, y) =

∫ x

(exx sin y + exy cos y)dx =

(x− 1)ex sin y + exy cos y + k(y).
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م گیریم مشتق y به نسبت بالا رابطه طرفین از

k′(y) = fy −
∂

∂y
((x− 1)ex sin y + exy cos y) =

Q(x, y)− (x− 1)ex cos y − ex cos y + exy sin y = ex(x cos y − y sin y)−
(x− 1)ex cos y − ex cos y + exy sin y = 0.

م گیریم انتگرال y به نسبت آخر رابطه ∫از y

k′(y)dy = k(y) =

∫ y

0dy = c′.

.(x− 1)ex sin y + exy cos y = c بنابراین

فاکتور کم با را (x4y2 − y)dx + (x2y4 − x)dy = 0 دیفرانسیل معادله .١٢ . ۵ . ٢ تمرین
کنید. حل xsyl ل ش به انتگرال

شود حاصل کامل معادله تا م کنیم ضرب انتگرال فاکتور در را معادله حل.

(xs+4yl+2 − xsyl+1)dx+ (xs+2yl+4 − xs+1yl)dy = 0 (∗)

پس است کامل (∗) معادله و است قرار بر ۴ . ۴ . ٢ قضیه شرایط معلوم کنیم. را l و s باید حال

∂P

∂y
= (l + 2)xs+4yl+1 − (l + 1)xsyl =

∂Q

∂x
= (s+ 2)xs+1yl+4 − (s+ 1)xsyl.

یعن باشد صفر باید نابرابر توان های ضرایب و شوند مساوی باید درجه ها هم ضرایب
l + 2 = s+ 2

l + 2 = 0

s+ 2 = 0

⇒ l = s = −2.

داریم (∗) در s و l ذاری جای با است. انتگرال فاکتور (xy)−2 پس

(x2 − x−2y−1)dx+ (y2 − x−1y−2)dy = 0.

طرفین از .fy = Q(x, y) = y2−x−1y−2 که دارد وجود چنان f(x, y) تابع م کنیم فرض حال
م گیریم انتگرال y به نسبت آخر ∫رابطه y

fydy = f(x, y) =

∫ y

(y2 − x−1y−2)dy =
y3

3
+

1

xy
+ k(x).
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م گیریم مشتق x به نسبت بالا رابطه طرفین از

k′(x) = fx −
∂

∂x
(
y3

3
+

1

xy
) =

P (x, y) +
1

x2y
= x2 − x−2y−1 +

1

x2y
= x2.

م گیریم انتگرال x به نسبت آخر رابطه ∫از y

k′(x)dx = k(x) =

∫ x

x2dx =
x3

3
+ c′.

.y3
3
+ 1

xy
+ x3

3
= c بنابراین

انتگرال فاکتور ی (x2 + y2 + 1)dx − 2xydy = 0 دیفرانسیل معادله برای .١٣ . ۵ . ٢ تمرین
است. u = y2 − x2 که کنید پیدا h(u)

h(x2 + y2 + 1)dx− 2xyhdy = 0 پس باشد انتگرال فاکتور h = h(u) کنیم فرض حل.
یعن ∂

∂y
(h(x2 + y2 + 1)) = ∂

∂x
(−2xyh) داریم و است کامل

h
∂

∂y
(x2 + y2 + 1) + (x2 + y2 + 1)

∂h

∂y
= h

∂

∂x
(−2xy)− 2xy

∂h

∂x
.

م کنیم تقسیم h بر را آخر معادله طرفین است، ناصفر انتگرال فاکتور چون

∂

∂y
(x2 + y2 + 1) +

1

h
(x2 + y2 + 1)

∂h

∂y
=

∂

∂x
(−2xy) +

−1

h
2xy

∂h

∂x
.

م کنیم استفاده گیری مشتق قوانین از زمان هم و م کنیم ذاری جای را مقدارها

2y + (x2 + y2 + 1)
∂(lnh)

∂y
= −2y − 2xy

∂(lnh)

∂x
.

داریم است u حسب بر متغییره ی تابع h که مطلب این و مشتق قوانین طبق }اما
∂(lnh)
∂y

= h′

h
.∂u
∂y

= 2y h′

h
∂(lnh)
∂x

= h′

h
.∂u
∂x

= −2xh′

h

داریم ذاری جای با پس

2y + (x2 + y2 + 1)(2y
h′

h
) = −2y − 2xy(−2x

h′

h
).

داریم سازی ساده با

h′

h
=

2

x2 − y2 − 1
=

−2

u+ 1
⇒ lnh = −2 ln(u+ 1) = ln(u+ 1)−2.

است. h(u) = (u+ 1)−2 پس
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ر دی متغیرهای تغییر و وابسته و مستقل متغیر نقش تغییر ۶ . ٢
با اما نیست. آموخته ایم کنون تا که شده ای شناخته صورت به دیفرانسیل معادله مواقع از بسیاری در
معادلات یعن م کند. پیدا مطلوبی ل ش دیفرانسیل معادله y وابسته و x مستقل متغیر نقش تغییر
را معادله صورت و گرفت نظر در y از تابع را x م توان و م شوند خط x به نسبت دیفرانسیل
به معادله در تغییر کم با هم گاه کرد. تبدیل x′ + p(y)x = g(y) اول مرتبه خط صورت به
دیفرانسیل معادله مواقع اکثر در گرفت. نظر در y از تابع را x م توان که م رسیم مشهور معادله ای

ی کل صورت گرفت! نظر در y از تابع را x باید یعن است چنین این امتحان سوالات برنول
u = x1−n متغیر تغییر با که است x′ + p(y)x = xng(y) ل ش به y از تابع x برنول معادله
تابع اینکه ر م نداریم کل حالت در را کار این اجازه که شود دقت م شود. خط معادله به تبدیل
داشته پیوسته مشتق x0 شامل باز بازه در y تابع اگر که م دانیم صورت هر در باشد. وارونپذیر y

را خود رو این از (چرا؟). است وارونپذیر y که دارد وجود چنان بازه ی آنگاه y′(x0) ̸= 0 و باشد
نم کنیم. مطلب این مشغول

پیدا را y′(x sin y + 2 sin(2y)) = 1 دیفرانسیل معادله عموم جواب م خواهیم .١ . ۶ . ٢ مثال
تغییرات با اما ندارد. را شده شناخته خط صورت دیفرانسیل معادله کنیم.

x sin y + 2 sin(2y) =
1

y′
=

dx

dy
= x′ ⇒ x′ − (sin y)x = 2 sin(2y).

لذا .µ = e
∫
p(y)dy = e

∫
− sin ydy = ecos y پس م شود. مبدل y از تابع x خط صورت به

µx =

∫
µg(y)dy + c ⇒

ecos y x =

∫
2 sin(2y)ecos ydy + c = −4ecos y cos y + 4ecos y + c

است. عموم جواب x = e− cos y(−4ecos y cos y + 4ecos y + c) لذا و

کنیم. پیدا را dx+ (x− x2y)dy = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب م خواهیم .٢ . ۶ . ٢ مثال
برنول معادله این در .x′ + x = x2y یعن است! y از تابع x ، برنول دیفرانسیل معادله ی این

.u′ = −x−2x′ م کنیم اعمال را u = x1−n = x−1 متغیر تغییر است. g(y) = y و p(y) = 1

داریم −x−2 در معادله ضرب با بنابراین

−x−2x′ − x−2x = −y ⇒ u′ − u = −y

لذا .µ = e
∫
p0(y)dy = e

∫
−dy = e−y پس م شود. مبدل y از تابع u خط صورت به

µu =

∫
µg0(y)dy + c ⇒ e−y u =

∫
−ye−ydy + c = (y − 1)e−y + c

است. عموم جواب x3 = ey((y − 1)e−y + c) لذا و
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ادامه در دیدیم. مثال و تمرین چندین در متغیر تغییر کم با را معادلات حل قبل بخش های در
گوشه حل روش ی عنوان به را آن همواره تا کنیم بیان رسم تر صورت به را معادلات حل روش این

دارد. وجود دیفرانسیل معادله خود در متغییر تغییر معمولا باشید. داشته ذهنتان

م دهیم قرار کنیم. حل را y′+2x = 2(x2+y−1)
2
3 دیفرانسیل معادله م خواهیم .٣ . ۶ . ٢ مثال

و م شود حاصل u′ = 2u
2
3 پذیر جدایی معادله بنابراین .u′ = 2x+ y′ لذا و u = x2 + y − 1

است. عموم جواب 3u
1
3 = 3(x2 + y − 1)

2
3 = 2x+ c لذا

(x+y)2(xdy−ydx)+(y2−2x2(x+y)2)(dx+dy) = 0 معادله م خواهیم .۴ . ۶ . ٢ مثال
dv = dx + dy که داریم w = y

x
و v = x + y فرض با اما است! پیچیده ظاهرا کنیم. حل را

م رسیم. v2(x2dw) + (y2 − 2x2v2)dv = 0 به معادله در ذاری جای با .dw = xdy−ydx
x2 و

v2dw + (w2 − 2v2)dv = 0 دو درجه از ن هم دیفرانسیل معادله به x2 بر آخر معادله تقسیم با
تمرین عنوان به را آن حل که م شود تبدیل پذیر جدایی ن هم به w = tv متغیر تغییر با که م رسیم

م کنیم. رها

کنید. پیدا را y′ = 3x2

x3+y+1
دیفرانسیل معادله عموم جواب .۵ . ۶ . ٢ تمرین

خط صورت دیفرانسیل معادله است! y از تابع x ، برنول دیفرانسیل معادله ی این حل.
تغییرات با اما ندارد. را شده شناخته

x3 + y + 1

3x2
=

1

y′
=

dx

dy
= x′ ⇒ x′ − x

3
= x−2(

y + 1

3
).

تغییر است. g(y) = y+1
3

و p(y) = −1
3

برنول معادله این در م شود. ظاهر برنول معادله ی
داریم 3x2 در معادله ضرب با بنابراین .u′ = 3x′x2 م کنیم اعمال را u = x1−n = x3 متغیر

3x2x′ − x3 = y + 1 ⇒ u′ − u = y + 1

لذا .µ = e
∫
p0(y)dy = e

∫
−dy = e−y پس م شود. مبدل y از تابع u خط صورت به

µu =

∫
µg0(y)dy + c ⇒

e−y u =

∫
2 sin(y + 1)e−ydy + c = −ye−y − 2e−y + c

است. عموم جواب x3 = ey(−ye−y − 2e−y + c) لذا و

حل را sec2 x(2 tanx− 2 cos y)dx+ tan x sin ydy = 0 دیفرانسیل معادله .۶ . ۶ . ٢ تمرین
کنید.

.dv = − sin ydy و du = sec2 xdx لذا .v = cos y و u = tan x که م کنیم فرض حل.
دیفرانسیل معادله ی این . dv

du
+ 2

u
v = 3 معادلا یا (3u−2v)du−udv = 0 داریم ذاری جای با

بنابراین .u2v = u3 + c داریم و (u2v)′ = 3u2 لذا .µ = e
∫

3
u
du = u2 و است اول مرتبه خط

است. عموم جواب tan2 x cos y = tan3 x+ c
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جواب تایی ی و جواب وجود قضیه ٢ . ٧
جواب وجود مورد در اما گفته ایم. کاف حد به اول مرتبه دیفرانسیل معادلات حل به راجع کنون تا
کنید. دقت زیر مثال های به گفت. خواهیم مورد این در کم فصل این در است. نشده صحبت اصلا

ندارد! جواب حقیق اعداد در (y′)2 + 4 = 0 دیفرانسیل معادله .٢ . ٧ . ١ مثال

چون ندارد! جواب اصلا y(0) = 1 شرط با (y′)2 + y2 = 0 دیفرانسیل معادله .٢ . ٧ . ٢ مثال
در عموم جواب این و باشد y = 0 نتیجه در و باشد y2 = 0 باید است شده صفر مثبت ها جمع

نم کند. صدق y(0) = 1 شرط

طبق و است اول مرتبه خط دیفرانسیل معادله ی xy′−y = −2 دیفرانسیل معادله .٢ . ٧ . ٣ مثال
بی y(0) = 2 شرط با معادله این م باشد. y = 2 + cx عموم جواب دارای آموخته اید که آنچه

دارد! جواب شمار

که آنچه طبق و است اول مرتبه دیفرانسیل معادله ی y′ = 1 دیفرانسیل معادله .۴ . ٢ . ٧ مثال
فقط و فقط y(0) = 2 شرط با معادله این م باشد. y = x + c عموم جواب دارای آموخته اید

دارد! جواب ی

شرط با F (x, y, y′) = 0 دیفرانسیل معادله اینکه آن و م شود ایجاد طبیع سوال ی پس
دارد؟ جواب زمان چه در y(x0) = y0

داریم. نیاز زیر تعریف به بالا پرسش به پاسخ برای
D مستطیل ناحیه در f(x, y) تابع کنیم فرض .۵ . ٢ . ٧ تعریف

x1 ≤ x ≤ x2 y1 ≤ y ≤ y2

موجود چنان K حقیق عدد هرگاه است کراندار D روی f(x, y) گوییم باشد. شده تعریف
.|f(x, y)|≤ K باشیم داشته (x, y) ∈ D هر برای که باشد

م پذیریم. اثبات بدون را زیر قضیه اکنون
y′ = f(x, y) صورت به را F (x, y, y′) = 0 دیفرانسیل معادله کنیم فرض .۶ . ٢ . ٧ قضیه

D مستطیل ناحیه در f(x, y) تابع و نوشته ایم

x1 ⪇ x ⪇ x2 y1 ⪇ y ⪇ y2

مانند باز بازه ی آنگاه باشند کراندار و پیوسته D در ∂f
∂y

و f(x, y) اگر باشد. شده تعریف
y(x0) = y0 شرط با y′ = f(x, y) دیفرانسیل معادله که دارد وجود چنان (x0 − h, x0 + h)

است. تا ی جواب دارای

نوشته ایم y′ = f(x, y) صورت به را F (x, y, y′) = 0 دیفرانسیل معادله کنیم فرض .٢ . ٧ . ٧ تذکر
D مستطیل ناحیه در f(x, y) تابع و

x1 ≤ x ≤ x2 y1 ≤ y ≤ y2
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ی آنگاه باشد پیوسته D در f(x, y) اگر شود!). دقت ≤ مساوی یا تر کوچ (به باشد شده تعریف
y(x0) = y0 شرط با y′ = f(x, y) دیفرانسیل معادله که دارد وجود چنان (x0−h, x0+h) بازه
(x0 − h, x0 + h) بازه ی آنگاه باشد پیوسته D در ∂f

∂y
اگر است. جواب ی کم دست دارای

است. تا ی جواب دارای y(x0) = y0 شرط با y′ = f(x, y) دیفرانسیل معادله که دارد وجود چنان

ناحیه در (x0, y0) که y(x0) = y0 شرط با y′ = x2 + y2 دیفرانسیل معادله .٢ . ٧ . ٨ مثال
D مستطیل

x1 ≤ x ≤ x2 y1 ≤ y ≤ y2

هستند. پیوسته ∂f
∂y

= 2y و f(x, y) = x2 + y2 زیرا است. تا ی جواب دارای یرد، ب قرار

م دهند. دست به کاف شرط فقط بالا تذکر و قضیه که م دهد نشان زیر مثال

است y = 3
√
3x تا ی جواب دارای y(0) = 0 شرط با y′ = 1

y2
دیفرانسیل معادله .٢ . ٧ . ٩ مثال

D مستطیل ناحیه هر روی که است حال در این است!). پذیر جدایی (معادله

x1 ≤ x ≤ x2 y1 ≤ y ≤ y2

نیست! پیوسته ∂f
∂y

همچنین و نیست پیوسته f(x, y) تابع باشد، xها محور شامل که

دارد. را y = x2 و y = 0 جواب y(0) = 0 شرط با y′ = 2
√
y دیفرانسیل معادله .٢ . ٧ . ١٠ مثال

D مستطیل ناحیه هر روی که کنید دقت حال

x1 ≤ x ≤ x2 y1 ≤ y ≤ y2

دست ما که است دلیل همین به و است پیوسته f(x, y) = 2
√
y تابع باشد، (0, 0) نقطه شامل که

نیست! پیوسته (0, 0) در ∂f
∂y

= 1√
y

اما داریم. جواب کم

معادله این که دهید نشان y′ = x2y2 + y معادله عموم جواب کردن پیدا بدون .٢ . ٧ . ١١ تمرین
دارد. y(0) = 0 اولیه شرط با جواب ی تنها

D مستطیل ناحیه هر در که (0, 0) نقطه در دیفرانسیل معادله این حل.

x1 ≤ x ≤ x2 y1 ≤ y ≤ y2

هستند. پیوسته ∂f
∂y

= 2x2y+1 و f(x, y) = x2y2+y زیرا است. تا ی جواب دارای یرد، ب قرار
y(0) = 0 اولیه شرط با ن مم جواب تنها y = 0 بنابراین م کند. صدق معادله در y = 0 طرف از

است.

چنان y(x0) = y0 اولیه شرط با xy′ = 2y دیفرانسیل معادله برای D ناحیه ی .٢ . ٧ . ١٢ تمرین
باشد. داشته تا ی جواب معادله که کنید پیدا

پیوسته کنند صدق y > 0 شرط در که نقاط کلیه در تابع این .y′ = 2y
x

م دهیم قرار حل.
در که (x0, y0) نقطه هر برای اکنون است. پیوسته x > 0 برای که ∂f

∂y
= 2

x
داریم طرف از است.
D مستطیل ناحیه

1 ≤ x0 ≤ 2 1 ≤ y0 ≤ 2

است. تا ی جواب دارای معادله یرد، ب قرار
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات حل تکنی روش چند ٢ . ٨
م دهیم. آموزش دیفرانسیل معادلات حل برای را تکنی نکات بخش این در

شباهت این دارد. گیری مشتق مهم فرمول های به شبیه ظاهری دیفرانسیل معادله مواقع برخ (١)
گیری های انتگرال به معادله حل ابتکاری روش های کم با و م کند ساده بسیار را معادله حل گاه

م شود. تبدیل ساده
م کنیم. تقسیم (xy)t بر را معادله طرفین باشد. شده ظاهر ydx + xdy که معادلات (الف)
فقط شامل نیستند، ydx + xdy شامل که عبارات که است گونه ای به t عدد انتخاب معمولا
(مشتق d(xy) م دهیم قرار ydx+ xdy جای به همچنین باشند. y از تابع فقط یا x از تابع

ضربی). گیری

و y2 ،x2 بر را طرفین معادله نیاز به توجه به باشد. شده ظاهر xdy − ydx که معادلات (ب)
در (dy) dx ضریب که است صورت به تقسیم نوع انتخاب معمولا م کنیم. تقسیم x2 + y2

خارج گیری مشتق همچنین شود. (y) x حسب بر تابع نیست، xdy − ydx شامل که عبارت
یعن افتد، اتفاق قسمت

xdy − ydx

x2
= d(

y

x
)

xdy − ydx

y2
= d(

−x

y
)

xdy − ydx

x2 + y2
= d(tan−1(

y

x
)).

این کنیم. پیدا را xdy + (y + 3x4y3)dx = 0 معادله عموم جواب م خواهیم .٢ . ٨ . ١ مثال
عبارت xdy + ydx + 3x4y3dx = 0 ل ش به معادله بازنویس با اما است. اول مرتبه از معادله
بالا، (الف) حالت یعن م کنیم. تقسیم (xy)3 بر را طرفین م شود. ظاهر معادله در xdy + ydx

باشد x از فقط تابع شامل نیست، ydx+ xdy شامل که عبارات تا م کنیم انتخاب t = 3

xdy + ydx

(xy)3
+ 3xdx = 0 ⇒ d(xy)

(xy)3
+ 3xdx = 0.

و پذیر) جدایی (معادله م گیریم انتگرال طرفین از حال .du
u3 +3xdx = 0 داریم u = xy فرض با

است زیر صورت به عموم جواب

−1

2u2
+

3x2

2
+ c = 0 ⇒ −1

2(xy)2
+

3x2

2
+ c = 0

پیدا را xdy + (x2y2 − y)dx = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب م خواهیم .٢ . ٨ . ٢ مثال
معادله بازنویس با اما نیست! پذیر جدایی ظاهر به که است اول مرتبه از دیفرانسیل معادله این کنیم.
را طرفین م شود. ظاهر معادله در xdy − ydx عبارت xdy − ydx + x2y2dx = 0 ل ش به
x حسب بر تابع dx ضریب تقسیم این با زیرا بالا). تذکر در (ب) (حالت م کنیم تقسیم y2 بر

بنابراین م شود.
xdy − ydx

y2
+ x2dx = 0 ⇒ d(

−x

y
) + x2dx = 0.

است. −x
y
+ x3

3
+ c = 0 صورت به عموم جواب و م گیریم انتگرا طرفین از حال
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سع F (x, y, y′, (y′)2, (y′)3, ...) = 0 صورت به اول مرتبه دیفرانسیل معادله حل برای (٢)
حساب را عمل هر عموم جواب و کنیم تجزیه y′ حسب بر ی توان با عوامل به را آن که م کنیم

است. عموم ها جواب ضرب حاصل نهایی عموم جواب کنیم.

را (y′)2 − x2yy′ +3x2y− 3y′ = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب م خواهیم .٢ . ٨ . ٣ مثال
است! نهفته آن در آرامش اما است! ین خشم بسیار معادله ظاهر کنیم. پیدا

(y′)2 − (x2y + 3)y′ + 3x2y = 0 ⇒ (y′ − x2y)(y′ − 3) = 0.

جدایی y′ −2 y = 0 معادله و است y − 3x+ c = 0 عموم جواب دارای y′ − 3 = 0 معادله
(y − 3x + c)(ln y − x3

3
+ c′) = 0 پس دارد. ln y − x3

3
+ c′ = 0 عموم جواب و پذیر

است. نهایی عموم جواب

y(x2+ y2− 1)dx+x(x2+ y2+1)dy = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب .۴ . ٢ . ٨ تمرین
آورید. دست به را

صورت به را معادله حل.

xdy − ydx+ y(x2 + y2)dx+ x(x2 + y2)dy = 0

پس م کنیم. تقسیم x2 + y2 بر را طرفین م کنیم. نویس باز

xdy − ydx

(x2 + y2)
+ ydx+ xdy = 0 ⇒ d(tan−1(

y

x
)) + d(xy) = 0.

.tan−1( y
x
) + xy + c = 0 است ما انتظار در ساده گیری انتگرال ی اکنون

پیدا را y(y′)3 − 3x2y′ − y(y′)2 + 3xy′ = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب .۵ . ٢ . ٨ تمرین
کنید.

داریم حل.

y(y′)3 − 3x2y′ − y(y′)2 + 3xy′ = 0 ⇒ y′(y′ − 1)(yy′ − 3x) = 0.

عموم جواب دارای y′ − 1 = 0 معادله است. y + c = 0 عموم جواب دارای y′ = 0 معادله
y2

2
− 3x2

2
+ c′′ = 0 عموم جواب و پذیر جدایی yy′−3x = 0 معادله و است y−x+ c′ = 0

است. نهایی عموم جواب (y + c)(y − x+ c′)(y
2

2
− 3x2

2
+ c′′) = 0 پس دارد.

آن حل بدون دیفرانسیل معادله جواب کیف توصیف ٢ . ٩
دیفرانسیل معادله خود از اما نیستند. ( (کلاسی تحلیل حل قابل دیفرانسیل معادلات از بسیاری
مطلب این با حدی تا را شما بخش این در کرد. کسب اطلاعات جواب ها کیفیت درباره م توان
ارتباط که است مطرح ریاض از دینامی سیستم های رشته در بیشتر مطالب این م کنیم. آشنا

۵٠



معادله ی خصوص جواب چند اوقات گاه دارد. معمول دیفرانسیل معادلات با نزدی بسیار
بررس ی یرید. ب نظر در را y′ = y2 + 2y معادله مثال برای است. زدن حدس قابل راحت

داریم تجزیه با همچنین است. جواب ی و م کند صدق معادله در y = 0 که م دهد نشان ساده
است! ر دی جواب ی y = −2 که م دهد نشان این .y′ = y(y + 2)

م کند. هدایت زیر تعریف سمت به را ما مطلب این
که جواب های داریم. اختیار در را y′ = f(x, y) دیفرانسیل معادله کنیم فرض .٢ . ٩ . ١ تعریف

گوییم. تعادل حل یا تعادل نقاط را م شود حاصل y′ = 0 از

معادلا یا y′ = 0 حل با آوریم. دست به را y′ = y2 − 9 تعادل نقاط م خواهیم .٢ . ٩ . ٢ مثال
هستند. معادله جواب مقدار دو هر که است واضح .y = −3 یا y = 3 که داریم y2 − 9 = 0

y′ = 0 حل با آوریم. دست به را y′ = yx2 − xy + y2 تعادل نقاط م خواهیم .٢ . ٩ . ٣ مثال
اگر .y = x − x2 یا y = 0 که داریم yx2 − xy + y2 = y(x2 − x + y) = 0 معادلا یا

است. تعادل نقاط y = 0 فقط لذا و y′ = 1− 2x ̸= 0 آنگاه y = x− x2

داریم. را زیر تعریف حال
y′ = f(x, y) صورت به را F (x, y, y′) = 0 اول مرتبه معادله کنیم فرض .۴ . ٢ . ٩ تعریف
به y′ برای مقداری کند، اثر آن روی بتواند f که مختصات صفحه از (x, y) نقطه هر نوشته ایم.
گرفت نظر در م گذرد نقطه این از که کوچ خط پاره شیب را آن م توانیم که م دهد. دست
کنیم رسم مختصات دستگاه ی در را خط  ها پاره این همه اگر آورید). یاد به را مشتق (مفهوم
پاره  اگر کرده ایم. رسم دیفرانسیل معادله برای شیب ها میدان یا امتدادی میدان ی گوییم آنگاه
گوییم کنیم، عوض م شود) مشخص y′ < 0 یا y′ > 0 روی از فلش (جهت فلش با را خط ها

کرده ایم. رسم دیفرانسیل معادله برای برداری میدان ی

برای که است واضح کنیم. رسم برداری میدان y′ = y − x معادله برای م خواهیم .۵ . ٢ . ٩ مثال
صفر شیب با فلش ی که است y′ = 0 دارند، مساوی دوم و اول مختص که (1, 1) مثل نقاط
که است y′ > 0 است، اول مختص از بزرگتر دوم مختص که (1, 2) مثل نقاط برای کرده ایم. رسم
و اول مختص بین اختلاف این چه هر م دهیم. نشان بالا سمت به کوچ فلش ی با را مفهوم این
از تر کوچ دوم مختص که (3, 1) مثل نقاط برای دارد. تاثیر فلش شیب میزان در باشد بیشتر دوم
م دهیم. نشان پایین سمت به کوچ فلش ی با را مفهوم این که است y′ < 0 است، اول مختص
دارد. تاثیر فلش شیب میزان در باشد بیشتر دوم و اول مختص بین اختلاف این مطلق قدر چه هر
تمرین های در برداری، میدان کشیدن برای ری دی (روش م شود حاصل زیر ل ش به نموداری پس

داده ایم). آموزش شده حل
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کنیم. رسم برداری میدان y′ = (y + 1)(y − 2)(1 − y)2 معادله برای م خواهیم .۶ . ٢ . ٩ مثال
y′ = 0 تعادل نقاط در .y = 1 و y = 2 ،y = −1 از عبارتند که کنید دقت را تعادل نقاط ابتدا

است. زیر ل ش به برداری میدان یعن است.

(−2, 1) مثل نقاط برای پس ندارد x (معادله مختلف نقاط برای پس .y′ > 0 آنگاه y < −1 اگر
است زیر ل ش به برداری میدان هستند) موازی فلش ها دارند، سان ی y که (−3, 1) و
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y′ < 0 ،y′ < 0 داریم ترتیب به y > 2 و 1 < y < 2 ،−1 < y < 1 برای بالا؛ مشابه استدلال با
است. زیر ل ش به برداری میدان پس است. y′ > 0 و

داریم. را زیر تعریف حال
یا (افق محور ی روی را y′ = f(y) خودگردان معادله تعادل نقاط هرگاه .٢ . ٩ . ٧ تعریف

تعادل نقاط سمت به که نماینده عنوان به مناسب فلش برداری میدان روی از و کنیم رسم عمودی)
صورت این به فلش (جهت کرده ایم رسم را فاز خط گوییم کنیم رسم م کند، اشاره آن خارج یا
رسم بازه آن در چپ سمت به فلش ی آنگاه y′ < 0 اگر ،a < y < b بازه برای مثلا که است

م کنیم). رسم بازه آن در راست سمت به فلش ی آنگاه y′ > 0 اگر و م کنیم

م دانیم کنیم. رسم فاز خط y′ = (y+1)(y− 2)(1− y)2 معادله برای م خواهیم .٢ . ٩ . ٨ مثال
است. زیر ل ش به برداری میدان که

م کنیم. رسم خط) (یا محور ی روی را تعادل نقاط حال

۵٣



از برداری میدان در فلش ها جهت است y > 2 که زمان کنید! دقت y = 2 تعادل نقطه به حال
صورت به فاز خط روی را مطلب این راست! سمت به فلش یعن ،y′ > 0 و م شود دور y = 2

م دهیم. نمایش زیر

است. زیر ل ش به فاز خط بالا مشابه استدلال با

داریم. را زیر تعریف حال
نقطه آن به که برداری میدان از فلش به مختصات نقطه هر در که منحن به .٢ . ٩ . ٩ تعریف

گوییم. جواب) (منحن انتگرال منحن باشد مماس است؛ وابسته مختصات

(منحن انتگرال منحن ی و y′ = y − x معادله برای برداری میدان زیر ل ش در .٢ . ٩ . ١٠ مثال
است. شده رسم جواب)

کم بسیار جواب منحن رسم در آن علامت تغییر و دوم مشتق که دیده اید عموم ریاض در
نمایید. دقت زیر مثال به دارد. مهم نقش تقعر جواب منحن شمایل آوردن دست به برای م کند.

تعادل نقاط y′ = 0 حل از یرید. ب نظر در را y′ = y2 − y− 6 دیفرانسیل معادله .٢ . ٩ . ١١ مثال
ل ش به آن شیب میدان یا امتدادی میدان پس است. y = 3 و y = −2 صورت به منحن این
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منحن های برخ شمایل که است مشخص جواب، منحن تعریف و برداری میدان روی از است.
صورت به y > 3 برای مثلا جواب

(2y− 1)y′ = 0 یعن y′′ = 0 اما م شود. انتخاب فاز خط مانند فلش جهت که شود دقت است.
y > 3 برای است. عطف y = 1

2
م کند. مشخص را جواب منحن های تقعرهای و عطف نقطه

و پایین به رو تقعر 1
2
< y < 3 اگر است. پایین به رو تقعر y < −2 برای است بالا به رو تقعر

انتگرال منحن های شمایل امتدادی میدان کم با حال است. بالا به رو تقعر −2 < y < 1
2

اگر
صورت به (جواب)
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دیفرانسیل معادله اگر دوم، فصل از ٨ بخش مطالب طبق دهیم تذکر که است لازم جا همین است.
ی فقط مثلا داشت! خواهیم جواب منحن ی فقط نقطه آن نزدی در آنگاه باشد اولیه شرایط با

اعمال نیز را دوم مشتق اطلاعات معادله این فاز خط برای م گذرد. (2, 0) از که است جواب منحن
م کنیم.

داریم. را زیر تعریف حال
نقطه گوییم داریم. اختیار در را y′ = f(y) خودگردان معادله کنیم فرض .٢ . ٩ . ١٢ تعریف

تعادل نقطه گوییم شوند. را هم فاز خط فلش های y0 نزدی در هرگاه است پایدار y0 تعادل
شبه y0 تعادل نقطه گوییم شوند. واگرا فاز خط فلش های y0 نزدی در هرگاه است ناپایدار y0

شوند. جهت ی فاز خط فلش های y0 نزدی در هرگاه است پایدار

شمایل هستند. −1 و +2 ،−2 تعادل نقاط y′ = (y2 − 4)(y + 1)2 معادله برای .٢ . ٩ . ١٣ مثال
صورت به جواب منحن های

شمایل روی از هم و کرد معلوم را تعادل نقاط پایداری نوع و کرد رسم فاز خط م توان هم است.
نزدی در جواب منحن فلش های زیرا است. ناپایدار 2 تعادل نقطه کرد. قضاوت جواب منحن

−1 نزدی در جواب منحن های فلش های زیرا است. پایدار شبه −1 تعادل نقطه هستند. واگرا 2
زیرا است. پایدار −2 تعادل نقطه شده اند. خارج ر دی سمت از و وارد سمت از است جهته ی
مقادیر دهیم میل بی نهایت به را x وقت حقیقت در هستند. را هم −2 نزدی در جواب منحن های

م کنند. میل −2 به ،−2 تعادل نقطه نزدی در جواب منحن های

مختلف تعابیر پایداری مفهوم دینامی سیستم های و دیفرانسیل معادلات نظریه در .١۴ . ٢ . ٩ تذکر
است شده تعریف بالا در که پایداری اما است. لیاپانوف پایداری تعابیر این معروفترین مثلا دارد!
که کنیم ذکر باید همچنین کرده ایم. نظر صرف مجانبی کلمه آوردن از که است مجانبی پایداری

شده اند. بیان معمول دیفرانسیل معادلات درس حدود در و ابتدایی صورت به بالا تعاریف
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در هستند. −1 و 2 ،1 تعادل نقاط y′ = (y + 1)(y − 2)(1− y)2 معادله برای .١۵ . ٢ . ٩ مثال
صورت به فاز خط که دیدیم قبل مثال های

نقطه هستند. را هم −1 نزدی در فاز خط فلش های زیرا است. پایدار −1 تعادل نقطه است.
پایدار شبه 1 تعادل نقطه هستند. واگرا 2 نزدی در فاز خط فلش های زیرا است. ناپایدار 2 تعادل

هستند. طرفه ی 1 نزدی در فاز خط فلش های زیرا است.

کنید. پیدا را تعادل نقاط y′ = (y2 − y − 2)(1 − y)2 دیفرانسیل معادله برای .١۶ . ٢ . ٩ تمرین
پایدار نقاط کنید. رسم را فاز خط کنید. رسم را جواب منحن های شمایل کنید. رسم برداری میدان
را جواب ها م کند میل بی نهایت به x که زمان y(0) مقدار به توجه با کنید. معلوم را ناپایدار و

کنید. آنالیز

م شود حاصل تعادل نقاط y′ = 0 حل از حل.

(y2 − y − 2)(1− y)2 = 0 ⇒ (y − 2)(y + 1)(1− y)2 = 0.

هستند. y = 2 و y = 1 ،y = −1 تعادل نقاط پس
صورت به برداری میدان اما

فلش ها دارند، سان ی y که (3, 0) و (1, 0) مثل نقاط برای پس ندارد x معادله که شود دقت است.
هستند. موازی

مقدار دو y′′ = 0 از شود. حساب y′′ است بهتر جواب منحن های شمایل برای

y =
2−

√
7

3
, y =

2 +
√
7

3

پس م کنید. مشاهده زیر ل ش در تقریبی صورت به که م شود حاصل
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است. جواب منحن های شمایل
برداری میدان و دیفرانسیل معادله خود جواب، منحن شمایل روی از م کنیم. رسم را فاز خط اکنون
از فلش ها و است y′ = (y−2)(y+1)(1−y)2 > 0 آنگاه باشد y > 2 که زمان که است واضح
صورت به فاز خط مشابه استدلال های تکرار با راست! سمت به فلش یعن م شوند، خارج y = 2

است.
کنیم. قضاوت را تعادل نقاط ناپایداری و پایداری فاز خط از هم و منحن شمایل از هم م توانیم حال
شبه 1 تعادل نقطه هستند. واگرا 2 نزدی در فاز خط فلش های زیرا است. ناپایدار 2 تعادل نقطه
زیرا است. پایدار −1 تعادل نقطه است. طرفه ی 1 نزدی در فاز خط فلش های زیرا است. پایدار

هستند. را هم −2 نزدی در فاز خط فلش های
منحن های م دهیم، میل بینهایت به را x که وقت آنگاه گیرد قرار y > 2 ناحیه در y(0) مقدار اگر

م کنند. میل بینهایت به ناحیه این جواب
منحن های م دهیم، میل بینهایت به را x که وقت آنگاه گیرد قرار y = 2 ناحیه در y(0) مقدار اگر

م کنند. میل y = 2 به ناحیه این جواب
م دهیم، میل بینهایت به را x که وقت آنگاه گیرد قرار 1 ≤ y < 2 ناحیه در y(0) مقدار اگر

م کنند. میل y = 1 به ناحیه این جواب منحن های
منحن های م دهیم، میل بینهایت به را x که وقت آنگاه گیرد قرار y < 1 ناحیه در y(0) مقدار اگر

م کنند. میل y = −1 به ناحیه این جواب
آورید دست به را جواب منحن های و برداری میدان y′ = y − x معادله برای .٢ . ٩ . ١٧ تمرین

نم شود). مطرح ناپایداری و پایداری نقاط و نیست خودگردان معادله شود (دقت
کنیم فرض مثلا است. ثابت عددی مشتق نقاط چه در کنیم دقت باید ابتدا حل.

y′ = y − x = c

م شود حاصل زیر ل ش به نموداری c مختلف مقادیر برای است. حقیق عدد c که است
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پس هستند. هم موازی م گیرند قرار y − x = 2 خط مثلا خطوط روی که فلش های که شود دقت
م شود. حاصل زیر ل ش

ل ش به کنیم رسم بیشتری cهای برای اگر

۵٩



منحن های شمایل است. ساده تعریف کم با جواب منحن های کشیدن اکنون م یابیم. دست
صورت به جواب

است.

فصل کل تمرین های ٢ . ١٠
شرط با y′ − 2xy = −2x اول مرتبه خط دیفرانسیل معادله خصوص جواب .٢ . ١٠ . ١ تمرین

کنید. پیدا را y(0) = 1

کنید. پیدا را y′ey − 2ey = 2x دیفرانسیل معادله عموم جواب .٢ . ١٠ . ٢ تمرین

کنید. پیدا را 2y′ lnx+ y
x
= cosx

y
دیفرانسیل معادله عموم جواب .٢ . ١٠ . ٣ تمرین

کنید. حل را y′ = xy2 − x3y + 2x دیفرانسیل معادله .۴ . ٢ . ١٠ تمرین

کنیمد. حساب را y′ = xy2 دیفرانسیل معادله عموم جواب .۵ . ٢ . ١٠ تمرین

لحظه در اگر م شود. زیاد آنها تعداد با متناسب مفید باکتری نوع ی جمعیت .۶ . ٢ . ١٠ تمرین
باکتری های تعداد بعد ثانیه ۴ در که بدانیم و باشیم داشته اختیار در باکتری نوع این از ٢تا فقط اولیه

داریم. اختیار در باکتری نوع این از چقدر دقیقه ی از بعد آنگاه است صدتا

(0, 0) نقطه از که کنید معلوم را sinxdx−2ydy = 0 دفرانسیل معادله از جوابی .٢ . ١٠ . ٧ تمرین
کند. عبور

کنید. حل را xy′ = y + x sin y
x

دیفرانسیل معادله .٢ . ١٠ . ٨ تمرین

آورید. دست به را (x2+y2)dx+2xydy = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب .٢ . ١٠ . ٩ تمرین

که y = ua متغیر تغییر با y′ = x2+xy+y2

y
دیفرانسیل معادله که دهید نشان .٢ . ١٠ . ١٠ تمرین

نیست. ن هم معادله به شدن تبدیل قابل a ∈ R
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نهایی گیری (انتگرال کنید پیدا را ln x
y
= 1 + cy منحن دسته قائم مسیرهای .٢ . ١٠ . ١١ تمرین

نیست). لازم

به را 2x sin 3ydx + 3x2 cos 3ydy = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب .٢ . ١٠ . ١٢ تمرین
آورید. دست

را (4x3 cos3 y − 2x cos y)dx+ (x2 − 3x4 cos2 y) sin ydy = 0 معادله .٢ . ١٠ . ١٣ تمرین
کنید. حل y(0) = 0 اولیه شرط با

شود. کامل y′ = x−xy2

x2z+8y
معادله که نمایید مشخص چنان را z = h(y) تابع .١۴ . ٢ . ١٠ تمرین

انتگرل فاکتور ی y(3 + 4xy)dx+ x(2 + 3xy)dy = 0 دیفرانسیل معادله .١۵ . ٢ . ١٠ تمرین
کنید. معلوم را l و s مقدار دارد. xsyl صورت به

انتگرل فاکتور ی ydx+ (x+ 3x3y4)dy = 0 دیفرانسیل معادله دهید نشان .١۶ . ٢ . ١٠ تمرین
کنید). حل را معادله این نیز ابتکاری روش (به کنید حل را آن سپس و دارد 1

x3y3
صورت به

فاکتور ی (xex + ex)dx + (yey − xex)dy = 0 دیفرانسیل معادله برای .٢ . ١٠ . ١٧ تمرین
کنید. حل را آن سپس و کنید معرف انتگرل

انتگرل فاکتور ی (x2 + x + y2)dx + xydy = 0 دیفرانسیل معادله برای .٢ . ١٠ . ١٨ تمرین
کنید. حل را آن سپس و کنید معرف

کنید. حل را y′ = 1 + 6xex−y دیفرانسیل معادله .٢ . ١٠ . ١٩ تمرین

کنید. پیدا را y′y − xy′ − 1 = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب .٢ . ١٠ . ٢٠ تمرین

کنید. بحث y′ = √
y دیفرانسیل معادله تایی ی و جواب وجود مورد در .٢ . ١٠ . ٢١ تمرین

شرط با را ydx + (x + 2x2y3)dy = 0 دیفرانسیل معادله خصوص جواب .٢ . ١٠ . ٢٢ تمرین
آورید. دست به y(1) = 1

تشریح امتحان سوالات نمونه ٢ . ١١
جواب که بسازید اول مرتبه خط دیفرانسیل معادله ی کبیر) امیر صنعت ترم (میان .٢ . ١١ . ١ سوال

. کند میل ٣ به نهایت بی در آن

دارد. ٣ با برابر حد نهایت بی در y = 3 + ce−x تابع c حقیق عدد هر برای م دانیم پاسخ.
اول، فصل مطالب طبق م آوریم. دست به را y = 3 + ce−x منحن دسته دیفرانسیل معادله پس

خط دیفرانسیل معادله ی این است! y′ + y = 3 صورت به منحن دسته این دیفرانسیل معادله
دارد. را مسئله شرایط آن عموم جواب که است اول مرتبه

اولیه شرط با را y′ = π2 + xey دیفرانسیل معادله اصفهان) صنعت ترم (میان .٢ . ١١ . ٢ سوال
نمایید. حل y(0) = 4 ln π
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م کنیم ضرب −e−y در را معادله طرفین .−y′ey = u′ بنابراین .e−y = u کنیم فرض پاسخ.

−e−yy′ = −π2e−y − x ⇒ u+ π2u = −x.

با پس .µ = e
∫
p(x)dx = e

∫
π2dx = eπ

2x که داشت خواهیم نتیجه در است. خط آخر معادله
داریم جز به جز روش به گیری انتگرال

µu =

∫
µg(x)dx+ c ⇒ eπ

2xu =

∫
−xeπ

2xdx+ c = −(π2x− 1) eπ
2x

π4
+ c

x = 0 م دهیم قرار حال است. عموم جواب u = e−y = e−π2x(−(π2x−1)eπ
2x

π4 + c) لذا و
است. c = 0 بنابراین .y = 4 ln π = ln π4 و

پیدا را y′ = 3(4x+ 1)exy3 + 2xy عموم جواب اصفهان) صنعت ترم (میان .٢ . ١١ . ٣ سوال
کنید.

معادله ی .y′ − 2xy = 3(4x + 1)exy3 م کنیم بازنویس زیر صورت به را معادله پاسخ.
متغیر تغییر است. g(x) = 3(4x + 1)ex و p(x) = −2x برنول معادله این در است! برنول
داریم −2y−3 در معادله ضرب با بنابراین .u′ = −2y′y−3 م کنیم اعمال را u = y1−n = y−2

م شود. مبدل x از تابع u خط دیفرانسیل معادله صورت به که u′ + 4xu = −6(4x + 1)ex

پس .µ = e
∫
p0(x)dx = e

∫
4xdx = e2x

2 که داشت خواهیم نتیجه در

µu = µy−2 =

∫
µg0(x)dx+ c ⇒ e2x

2

y−2 =∫
−6e2x

2

(4x+ 1)exdx+ c =

∫
−6(4x+ 1)e2x

2+x + c = −6e2x
2+x + c

است. عموم جواب

دیفرانسیل معادله عموم جواب اصفهان) صنعت ترم (میان .۴ . ٢ . ١١ سوال

(x2y ln y + xy2 − y sin x)dx+ (
x3

3
+

x2

2
y + y2 cos y)dy = 0

کنید. پیدا را

داریم و است برقرار ۴ . ۴ . ٢ قضیه شرایط است. اول مرتبه دیفرانسیل معادله ی این پاسخ.

∂P

∂y
= x2 ln y + x2 + 2xy − sinx ̸= x2 + xy =

∂Q

∂x
.

داریم اما نیست کامل معادله بنابراین

−1

P
∆ =

−1

x2y ln y + xy2 − y sinx
(x2 ln y + xy − sin x) =

−1

y
= s(y).
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ل ش به انتگرال فاکتور معادله بنابراین

h = h(x, y) = e
∫
s(y)dy = e

∫ −dy
y = e− ln y =

1

y

شود حاصل کامل معادله تا م کنیم ضرب انتگرال فاکتور در را معادله دارد.

(x2 ln y + xy − sinx)dx+ (
x3

3y
+

x2

2
+ y cos y)dy = 0

.fx = P (x, y) = x2 ln y + xy − sin x که دارد وجود چنان f(x, y) تابع م کنیم فرض حال
م گیریم انتگرال x به نسبت آخر رابطه طرفین ∫از x

fxdx = f(x, y) =∫ x

(x2 ln y + xy − sin x)dx =
1

3
x3 ln y +

1

2
x2y + cos x+ k(y).

م گیریم مشتق y به نسبت بالا رابطه طرفین از

k′(y) = fy −
∂

∂y
(
1

3
x3 ln y +

1

2
x2y + cos x) =

Q(x, y)− 1

3y
x3 − 1

2
x2 =

x3

3y
+

x2

2
+ y cos y − 1

3y
x3 − 1

2
x2 = y cos y.

م گیریم انتگرال y به نسبت آخر رابطه ∫از y

k′(y)dy = k(y) =

∫ y

y cos ydy = y sin y + cos y + c.

.1
3
x3 ln y + 1

2
x2y + cos x+ y sin y + cos y = c بنابراین

زیر دیفرانسیل معادله که کنید پیدا چنان را b مقدار اصفهان) صنعت ترم (میان .۵ . ٢ . ١١ سوال
نمایید. حل را دیفرانسیل معادله سپس و شود کامل

(ye2xy + 4x3)dx+ bxe2xydy = 0

داریم و است برقرار ۴ . ۴ . ٢ قضیه شرایط است. اول مرتبه دیفرانسیل معادله ی این پاسخ.

∂P

∂y
= e2xy + 2xye2xy

∂Q

∂x
= be2xy + 2bxye2xy

دارد وجود چنان f(x, y) تابع م کنیم فرض حال باشد. b = 1 باید شود کامل معادله که این برای
م گیریم انتگرال x به نسبت آ رابطه طرفین از .fx = P (x, y) = ye2xy + 4x3 ∫که x

fxdx = f(x, y) =

∫ x

(ye2xy + 4x3)dx =
1

2
e2xy + x4 + k(y).
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م گیریم مشتق y به نسبت بالا رابطه طرفین از

k′(y) = fy −
∂

∂y
(
1

2
e2xy + x4) = Q(x, y)− xe2xy = xe2xy − xe2xy = 0.

م گیریم انتگرال y به نسبت آخر رابطه ∫از y

k′(y)dy = k(y) =

∫ y

0dy = c′.

.1
2
e2xy + x4 = c بنابراین

دیفرانسیل معادله عموم جواب اصفهان) صنعت ترم (میان .۶ . ٢ . ١١ سوال

x2y′ + xy + x2y2 = 1

کنید. پیدا y = 1
x

خصوص جواب با را

ات ری معادله در را زیر معادلات حال است! ات ری که م زند فریاد معادله پاسخ.

y = y1 +
1

u
=

1

x
+

1

u
y′ = y′1 −

u′

u2
=

−1

x2
− u′

u2

داریم م دهیم. قرار

x2y′ + xy + x2y2 = 1 ⇒

x2(
−1

x2
− u′

u2
) + x(

1

x
+

1

u
) + x2(

1

x
+

1

u
)2 = 1 ⇒ u′ +

3

x
u = −1

که داشت خواهیم بنابراین م شود. مبدل x از تابع u اول مرتبه خط دیفرانسیل معادله به که
پس .µ = e

∫
p(x)dx = e

∫
3
x
dx = e3 lnx = elnx3

= x3

µu =

∫
µg(x)dx+ c ⇒ x3u =

∫
−x3 1

x
dx+ c =

−x4

4
+ c

داریم ذاری جای با و

y =
1

x
+

1

u
⇒ y =

1

x
+

x3

−x4

4
+ c

است! تمام کار

دیفرانسیل معادله عموم جواب کبیر) امیر صنعت ترم (میان .٢ . ١١ . ٧ سوال

4x2yy′ = 3x(3y2 + 2) + 2(3y2 + 2)3

کنید. پیدا را
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و 6yy′ = u′ پس .3y2 + 2 = u کنیم فرض پاسخ.

x2u′ =
9

2
u+ 3u2 ⇒ u′ − 9

2x2
u =

3

x2
u2.

متغیر تغییر است. g(x) = 3
x2 و p(x) = − 9

2x2 برنول معادله این در است! برنول معادله ی این
داریم −u−2 در معادله ضرب با بنابراین .v′ = −u′u−2 م کنیم اعمال را v = u1−n = u−1

نتیجه در م شود. مبدل x از تابع v خط دیفرانسیل معادله صورت به که v′ + 9
2x2v = − 3

x2

پس .µ = e
∫
p0(x)dx = e

∫
9

2x2
dx = e

−9
2x که داشت خواهیم

µv =

∫
µg0(x)dx+ c ⇒ e

−9
2x v =

∫
e

−9
2x
−3

x2
dx+ c = −2e−

9
2x

3
+ c

است. عموم جواب (3y2 + 2)−1 = e
9
2x

dx(−2e−
9
2x

3
+ c) u و v ذاری جای با و

دست به را x3 − 3x2y = c منحن بر قایم مسیرهای کبیر) امیر صنعت ترم (میان .٢ . ١١ . ٨ سوال
آورید.

م آوریم: دست به را x3 − 3x2y − c = 0 منحن های دسته دیفرانسیل معادله ابتدا پاسخ.
است. ی برابر معادله مرتبه پس دارد، وجود ثابت ی عموم جواب در چون :(١) مرحله

م گیریم مشتق عموم جواب از مرتبه تعداد به :(٢) مرحله

3x2 − 6xy − 3x2y′ = 0 ⇒ x2 − 2xy − x2y′ = 0.

صورت به مطلوب دیفرانسیل معادله پس نم کنیم، مشاهده ثابت (٢) مرحله در چون :(٢′) مرحله
.x2−2xy−x2(−1

y′
) = 0 داریم و م کنیم ذاری جای را −1

y′
،y′ جای به حال است. x+yy′ = 0

آن عموم جواب که است دیفرانسیل معادله x2dx + (x2 − 2xy)dy = 0 سازی ساده با پس
معادله این است. G قائم مسیرهای x3 − 3x2y − c = 0 همچنین و است G منحن های دسته

متغیر تغییر حال است. دو درجه از ن هم

y = ux dy = udx+ xdu

پس م کنیم. اعمال را

0 = x2dx+ (x2 − 2xy)dy = x2dx+ (x2 − 2xux)(udx+ xdu) =

(1 + u− 2u2)dx+ x(1− 2u)du

اول مرتبه پذیر جدایی دیفرانسیل معادله سازی ساده از بعد بنابراین

dx

x
+

(1− 2u)du

1 + u− 2u2
= 0
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داریم م شود. حاصل

0 =

∫
dx

x
+

∫
(1− 2u)du

1 + u− 2u2
=

ln|x|+2 ln (2u+ 1) + ln (u− 1)

3
+ c

که کنید دقت گیری انتگرال برای م آید( دست به u = y
x

ذاری جای با نشده) (ساده عموم جواب
است). 1 + u− 2u2 = (2u+ 1)(1− u)

معادله برای فاز خط روی را پایداری نوع و تعادل نقاط اصفهان) صنعت ترم (میان .٢ . ١١ . ٩ سوال
استدلال (با کنید رسم متفاوت اولیه شرایط برای را معادله جواب های کنید. مشخص زیر دیفرانسیل

کامل).
y′ = (y − 1)(y + 2)

هستند. تعادل نقاط y = −2 و y = 1 پس م آید. دست به y′ = 0 حل از تعادل نقاط پاسخ.
−2 < y < 1 اگر است. y′ > 0 پس y′ = (y − 1)(y + 2) چون آنگاه باشد y > 1 اگر
چون آنگاه باشد y < −2 اگر است. y′ < 0 پس y′ = (y − 1)(y + 2) چون آنگاه باشد

داریم یعن است. y′ > 0 پس y′ = (y − 1)(y + 2)

میدان یا برداری میدان از م توانیم کار این برای کنیم. مشخص را فلش ها فاز خط در باید حال
منف مشتق راست‐ به فلش مثبت (مشتق کنیم تکرار را درس متن استدلال یا یریم ب کم امتدادی

شود رسم زیاد نقاط در امتدادی میدن یا برداری میدان درس متن مانند نیست لازم چپ). به فلش
خودگردان معادله که کنید دقت همچنین داده ایم. قرار نیز را افزار نرم توسط شده رسم ل ش چند هر
ل ش بنابراین هستند. شیب هم سان ی y با میدان خط های که است معن این به است.این x فاقد و

است زیر صورت به امتدادی میدان
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است. زیر ل ش به فاز خط پس

تعادل نقطه هستند را هم −2 نزدی در فاز خط فلش های زیرا است. پایدار −2 تعادل نقطه اکنون
هستند. واگرا 1 نزدی در فاز خط فلش های زیرا است. ناپایدار 1

رسم را جواب ها ( (منحن شمایل مختلف نواح در بتوانیم تا م آوریم دست به هم را y′′ = 0 حال
کنیم

y′′ = 0 ⇒ y′(y + 2 + y − 1) = 0 ⇒ y′(2y + 1) = 0.

م کنیم اضافه فاز خط به را y = −1
2

پس

کنید). مرور را عموم ریاض از نمودار رسم (بخش است زیر صورت به جواب های شمایل بنابراین

نظر در را y′ = y(y− 2)(y+2) دیفرانسیل معادله اصفهان) صنعت ترم (میان .٢ . ١١ . ١٠ سوال
یرید. ب

کنید. مشخص را فاز خط و پایداری نوع و تعادل نقاط (الف)
کامل). استدلال (با کنید رسم متفاوت y(0)های برای را معادله جواب های (ب)

y = −2 و y = 2 ،y = 0 پس م آید. دست به y′ = 0 حل از تعادل نقاط (الف) پاسخ.
اگر است. y′ > 0 پس y′ = y(y − 2)(y + 2) چون آنگاه باشد y > 2 اگر هستند. تعادل نقاط
−2 < y < 0 اگر است. y′ < 0 پس y′ = y(y − 2)(y + 2) چون آنگاه باشد 0 < y < 2
چون آنگاه باشد y < −2 اگر است. y′ > 0 پس y′ = y(y − 2)(y + 2) چون آنگاه باشد

داریم یعن است. y′ < 0 پس y′ = y(y − 2)(y + 2)
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فلش مثبت (مشتق کنیم تکرار را درس متن استدلال کنیم. مشخص را فلش ها فاز خط در باید حال
است. زیر ل ش به فاز خط پس چپ). به فلش منف مشتق راست‐ به

2 تعادل نقطه هستند را هم 0 نزدی در فاز خط فلش های زیرا است. پایدار 0 تعادل نقطه اکنون
هستند. واگرا −2 و 2 نزدی در فاز خط فلش های زیرا است. ناپایدار −2 و

رسم را جواب ها ( (منحن شمایل مختلف نواح در بتوانیم تا م آوریم دست به هم را y′′ = 0 حال
کنیم

y′′ = 0 ⇒ y′((y − 2)(y + 2) + y(y + 2) + y(y − 2)) = 0 ⇒ y′(3y2 − 4) = 0.

(تقریبی) م کنیم اضافه فاز خط به را 2√
3

و −2√
3

پس

را جواب ها همه که است زیر صورت به مختلف y(0)های برای معادله جواب های شمایل بنابراین
کنید). مرور را عموم ریاض از نمودار رسم (بخش کرده ایم رسم x = 0 از شروع با
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تست  سوالات نمونه ٢ . ١٢
دیفرانسیل معادله عموم جواب (٧٩ سیستم (سراسری .١

(4x+ xy2)dx+ (y + x2y)dy = 0

است کدام
(4 + x)(1 + y) = c (٢) (1 + x)(4 + y) = c (١)

(4 + x2)(1 + y2) = c (۴) (1 + x2)(1 + y2) = c (٣)

است کدام y′ = e2x+y−1 − 2 دیفرانسیل معادله عموم جواب (٧٧ هواشناس (سراسری .٢
e2x−y+1 + x = c (٢) e−2x−y+1 + x = c (١)
e−2x+y+1 + x = c (۴) e2x+y−1 + x = c (٣)

است کدام x = 0 در y′ = x2+2y2

xy
دیفرانسیل معادله جواب (٧٩ مواد (سراسری .٣

کدام هیچ (۴) y = ∞ (٣) y = 0 (٢) y = 1 (١)

است (2xy − sin y)dy + y2dx = 0 معادله جواب گزینه کدام (٨۴ ریاض (سراسری .۴
(4 + x)(1 + y) = c (٢) (1 + x)(4 + y) = c (١)

(4 + x2)(1 + y2) = c (۴) (1 + x2)(1 + y2) = c (٣)

کامل (x2 − y2)dx +mxydy = 0 معادله m مقدار کدام برای (٨۶ ریاض (سراسری .۵
است

−2 (۴) −3 (٣) 2 (٢) 3 (١)

y(2− 3xy)dx− xdy = 0 معادله برای ساز انتگرال فاکتور ی (٧۵ انی م (سراسری .۶
با است برابر

y2

x
(۴) xy2 (٣) x2

y
(٢) x

y2
(١)

(y − xy2)dx − (x + x2y)dy = 0 دیفرانسیل معادله جواب (٧۴ هسته ای (سراسری .٧
است کدام

x = cyexy (۴) x = cyex (٣) x = cyey (٢) x = cy2exy (١)

نقطه کدام از y′ + t tanx = 2 cos2 x دیفرانسیل معادله جواب (٧٧ انی م (سراسری .٨
(y(0) = 0) م گذرد زیر

(π
2
, 2) (۴) (π

4
, 2) (٣) (π

2
, 1) (٢) (π

4
, 1) (١)

است کدام xy′ + 2y = ex
2 دیفرانسیل معادله حل (٧۴ هسته ای (سراسری .٩

y = ex
2
+ c (٢) y = 1

x3 (e
x2

+ c) (١)
y = 1

x2 (e
x2

+ c) (۴) y = 1
x
(ex

2
+ c) (٣)

است کدام x2dy + (y2 − xy)dx = 0 معادله جواب (٨۴ انی م (سراسری .١٠
y = ln cx

x
(٢) y = x

ln cx
(١)

y = c lnx
x

(۴) y = cx
lnx

(٣)

۶٩



است کدام y′ + y = y2(cosx− sinx) معادله جواب (٨٣ معدن (سراسری .١١
y(ce−x + sin x) = 1 (٢) y(cex − cos x) = 1 (١)
y(cex − sinx) = 1 (۴) y(ce−x + cos x) = 1 (٣)

است کدام (y′)2 + (y − 1)y′ − y = 0 معادله جواب (٨٢ فضا و هوا (سراسری .١٢
(y − cx)(y − c lnx) = 0 (٢) (y + x+ c)(y + cx) = 0 (١)
(y + cx)(y − cex) = 0 (۴) (y − x+ c)(y − ce−x) = 0 (٣)

است کدام y2 = cx3 های منحن دسته خانواده قایم مسیرهای معادله (٨۶ عمران (سراسری .١٣
2x2 + 3y2 = k2 (٢) 3x2y + y3 = k (١)
3x2y + 2y2 = k (۴) x2y + y2 = k2 (٣)

x2−y2−2x+4+λ های= منحن دسته خانواده قایم مسیرهای معادله (٨۶ برق (سراسری .١۴
است کدام 0

y − xy = c (٢) x− xy = c (١)
x+ xy = c (۴) y + xy = c (٣)
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٣ فصل

بالاتر و دوم مرتبه معادلات

دهیم. آموزش را بالاتر و دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات برخ حل روش م خواهیم فصل این در
هر به دادن پاسخ است، شده گفته شما برای انتگرال و دیفرانسیل حساب درس در که طوری همان
که است طبیع بسیار دهیم پاسخ را انتگرال هر نتوانیم وقت و نیست انپذیر ام ما برای انتگرال
ریاضیدان ها توسط خوبی تقریبی حل های چند هر نماییم. کامل حل را دیفرانسیل معادله هر نتوانیم
که بود این مطلب این گفتن از هدف اما شود. کمتر معادله ی کلاسی حل به نیاز تا شده کشف
این با م شود. کمتر کلاسی حل انتظار م شود بیشتر ی از دیفرانسیل معادله مرتبه وقت بدانید
طیف اتفاقا که م دهیم آموزش را بالا مراتب دیفرانسیل معادلات از برخ حل فصل این در اوصاف

دارند! هم وسیع بسیار

مقدمات ٣ . ١
تا م کنیم بندی تقسیم نیز ری دی دسته های به مرتبه با بندی دسته بر علاوه را دیفرانسیل معادلات
مرتبه از دیفرانسیل معادله ی کل صورت که م کنیم یادآوری کنیم. حل و شناسایی را آن ها راحتتر

است زیر صورت به n
F (x, y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0.

چنین که شدید متوجه و شدید آشنا آن حل روش و اول مرتبه خط دیفرانسیل معادله با قبل فصل در
خط مفهوم با را معادلات و شویم وسوسه که است طبیع خیل پس دارد. کلاسی حل معادله ای

تقسیم زیر دسته های به م توانیم را معادلات رو این از نماییم. ارائه حل آنها برای و کنیم بندی دسته
کنیم:

. خط دیفرانسیل معادلات (١)
. خط غیر دیفرانسیل معادلات (٢)

تمرکز که وییم ب جا همین باید و م کنیم تعریف را خط دیفرانسیل معادله رسم ل ش به ادامه در
است. خط دیفرانسیل معادلات حل فصل این در ما اصل
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هرگاه است خط F (x, y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0 دیفرانسیل معادله گوییم .٣ . ١ . ١ تعریف
صورت به را آن بتوانیم

y(n) + fn−1(x)y
(n−1) + fn−2(x)y

(n−2) + ...+ f1(x)y
′ + f0(x)y = g(x)

نامیده خط معادله ضرایب fiها هستند. x متغیر با پیوسته توابع g و fiها آن در که بنویسیم
g(x) اگر و گوییم ن هم خط دیفرانسیل معادله معادله، به آنگاه باشد صفر g(x) اگر م شوند.
نتوانیم را دیفرانسیل معادله اگر گوییم. ن غیرهم خط دیفرانسیل معادله معادله، به باشد ناصفر

گوییم. خط غیر آن به بنویسم بالا صورت به
در را اول مرتبه خط است. y′′ + p(x)y′ + q(x)y = g(x) صورت به دوم مرتبه خط توجه:

.y′ + p(x)y = g(x) کردیم مطالعه قبل فصل

f0(x) = x ،f1(x) = صورت0 به ضرایب چون است. خط y′′+xy = 3x معادله .٣ . ١ . ٢ مثال
همچنین است. ن غیرهم خط دیفرانسیل معادله ی این که است واضح است. g(x) = 3x و

است زیر صورت به ضرایب چون است. خط y(7) + xy′′ = 0 معادله

f2(x) = x f6(x) = ... = f3(x) = f1(x) = f0(x) = g(x) = 0.

است. ن هم خط دیفرانسیل معادله ی معادله این که است واضح

است! خط غیر y′′ = cos cos(
√
xy′) معادله .٣ . ١ . ٣ مثال

بالاتر) (و دوم مرتبه خط غیر دیفرانسیل معادله ٣ . ٢

اما کرد! ارائه کلاسی حل دوم مرتبه خط غیر دیفرانسیل معادلات برای نم توان کل حالت در
غیر دیفرانسیل معادلات م دهیم. آموزش را معادلات این حل روش های برخ خاص حالات در
جا همین در باید است. خارج درس دوره این بحث حوصله از که م شوند عددی حل معمولا خط
تمرکز م دهیم. قرار بین ذره زیر بعدی بخش های در کامل طور به را خط معادلات که کنیم ذکر
اشاره باشد بالاتر مراتب به تعمییم قابل روش جا هر و است دوم مرتبه خط معادلات روی ما اصل

گاه است. F (x, y, y′, y′′) = 0 صورت به دوم مرتبه دیفرانسیل معادله ی که م دانیم م کنیم.
بعض برای رو این از است. و... F (y, y′′) = 0 ،F (x, y′′) = 0 صورت به دیفرانسیل معادله

م کنیم. ارائه حل روش خاص حالت های
فاقد و شود نوشته x از تابع حسب بر y′′ که باشد گونه ای به دوم مرتبه دیفرانسیل معادله (١)
دیفرانسیل معادله برای روش این داریم! ساده گیری انتگرال فقط صورت این در باشد. y′ و y

است. صادق نیز دو از بیشتر مرتبه

y′ و y فاقد معادله این کنیم. پیدا را y′′ = cos x معادله عموم جواب م خواهیم .٣ . ٢ . ١ مثال
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م گیریم انتگرال بنابراین است. شده نوشته x حسب بر تابع y′′ و است

y′ =

∫
y′′dx =

∫
cos xdx = − sin x+ c1 ⇒ y =

∫
(− sin x+ c1)dx =

cos x+ c1x+ c2.

y′′ و y′ ،y فاقد معادله این کنیم. پیدا را y′′′ = 3x معادله عموم جواب م خواهیم .٣ . ٢ . ٢ مثال
م گیریم انتگرال بنابراین است. شده نوشته x تابع حسب بر y′′′ و است

y′′ =

∫
y′′′dx =

∫
3xdx =

3

2
x2 + c1 ⇒ y′ =

∫
(
3

2
x2 + c1)dx =

1

2
x3 + c1x+ c2 ⇒ y =

∫
(
1

2
x3 + c1x+ c2)dx ⇒

y =
1

8
x4 +

c1
2
x2 + c2x+ c3.

فرض با است. (y) تابع فاقد یعن باشد. F (x, y′, y′′) = 0 صورت به دیفرانسیل معادله (٢)
دیفرانسیل معادله ی به و P ′ = y′′ یعن م گیریم مشتق x به نسبت جدید معادله از y′ = P

نیز بالا مراتب برای روش (این نماییم حل سپس و تشخیص را آن باید که م رسیم اول مرتبه
است). صادق

دو مرتبه معادله کنیم. پیدا را xy′′ + y′ − 1 = 0 معادله عموم جواب م خواهیم .٣ . ٢ . ٣ مثال
پس .y′′ = P ′ و م گیریم مشتق x به نسبت نتیجه در y′ = P کنیم فرض !y تابع فاقد و است

بنویسید) را حل جزییات (خودتان است اول مرتبه خط معادله ی این .xP ′ + P − 1 = 0

P =
1

x
(x+ c1) = 1 +

c1
x

⇒ y′ = 1 +
c1
x

داریم ر دی ساده گیری انتگرال ی اکنون

y =

∫
y′dx =

∫
(1 +

c1
x
)dx = x+ c1 lnx+ c2.

مرتبه معادله کنیم. پیدا را xy′′′ + y′′ = x + 1 معادله عموم جواب م خواهیم .۴ . ٣ . ٢ مثال
پس .y′′′ = P ′ و م گیریم مشتق x به نسبت نتیجه در y′′ = P کنیم فرض تابع! فاقد و است سه

است اول مرتبه خط معادله ی این .xP ′ + P = x+ 1

P =
1

x
(
x2

2
+ x+ c1) =

x

2
+ 1 +

c1
x

⇒ y′′ =
x

2
+ 1 +

c1
x

داریم ر دی ساده گیری انتگرال ی اکنون

y′ =

∫
y′′dx =

∫
(
x

2
+ 1 +

c1
x
)dx =

x2

4
+ x+ c1 lnx+ c2.
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م شود حاصل عموم جواب ر دی گیری انتگرال ی با

y =

∫
y′dx =

x3

12
+

x2

2
+ c1x lnx+ c2x+ c3.

y′ = P فرض با است. x فاقد یعن باشد. F (y, y′, y′′) = 0 صورت به دیفرانسیل معادله (٣)
معادله ی به و (y′′ = dP

dx
= dP

dy
dy
dx

= P dP
dy

) م گیریم مشتق y به نسبت جدید معادله از
نماییم. حل سپس و تشخیص را آن باید که م رسیم اول مرتبه دیفرانسیل

دو مرتبه معادله کنیم. پیدا را yy′′ + (y + 1)(y′)2 = 0 عموم جواب م خواهیم .۵ . ٣ . ٢ مثال
پس .y′′ = P dP

dy
و م گیریم مشتق y به نسبت نتیجه در y′ = P کنیم فرض !x فاقد و است

y = c آنگاه P = y′ = 0 اگر .P (dP
dy

+ y+1
y
Pdy) = 0 معادلا یا yP dP

dy
+ (y + 1)P 2 = 0

است. پذیر جدایی اول مرتبه خط معادله ی این آنگاه dP
dy

+ y+1
y
Pdy = 0 اگر است. ثابت c که

بنابراین

lnP + y + ln y = c1 ⇒ ln(Py) = c1 − y ⇒ Py = ec1−y.

yey − y = لذا و م رسیم y′y = ec1−y = ec1e−y پذیر جدایی اول مرتبه معادله به پس
.ec1x+ c2 = c3x+ c2

م کنیم. استفاده (٢) یعن تابع فاقد روش از باشد x فاقد هم و y فاقد هم معادله اگر .۶ . ٣ . ٢ تذکر

مرتبه معادله کنیم. پیدا را 2y′′ − (y′)2 + 4 = 0 معادله عموم جواب م خواهیم .٣ . ٢ . ٧ مثال
پس .y′′ = P ′ و م گیریم مشتق x به نسبت نتیجه در y′ = P کنیم فرض !x و y فاقد و است دو
رها تمرین عنوان به را آن حل که است پذیر جدایی اول مرتبه معادله ی این .2P ′ −P 2 +4 = 0

م کنیم.

در ندارد! وجود F (x, y, y′, y′′) = 0 حل برای کل روش ی شده اید متوجه که همانطور
،x که طوری به م کنیم ارائه F (x, y, y′, y′′) = 0 حل برای روش ی خاص حالت ی در ادامه

دارند. حضور y′′ و y′ ،y
n درجه از ن هم y′′ و y′ ،y به نسبت F (x, y, y′, y′′) = 0 دوم مرتبه دیفرانسیل معادله (۴)

باشیم داشته a ناصفر حقیق عدد هر برای یعن باشد،

F (x, ay, ay′, ay′′) = anF (x, y, y′, y′′).

م شود. اول مرتبه معادله به تبدیل
∫
udx = ln y متغیر تغییر با معادله این

ی این کنیم. پیدا را yy′′ − (y′)2 − 6xy2 = 0 معادله عموم جواب م خواهیم .٣ . ٢ . ٨ مثال
قرار پس کنید). (بررس است y′′ و y′ ،y به نسبت دو درجه از ن هم دوم مرتبه دیفرانسیل معادله
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در حال .y′′ = y′u+ u′y نتیجه در و y′ = yu یعن u = y′

y
بنابراین .

∫
udx = ln y م دهیم

م کنیم ذاری جای اصل معادله

y(y′u+ u′y)− (yu)2 − 6xy2 = 0 ⇒ y(yuu+ u′y)− y2u2 − 6xy2 = 0.

نتیجه در و u′ = 6x پس (چرا؟). است ناصفر y2 اما .y2(u2 + u′ − u2 − 6x) = 0 پس
عموم جواب ln y =

∫
udx =

∫
(3x2 + c1)dx = x3 + c1x+ c2 بنابراین .u = 3x2 + c1

است.

کنید. پیدا را xy′′ + y′ + x = 0 معادله عموم جواب .٣ . ٢ . ٩ تمرین

م گیریم مشتق x به نسبت نتیجه در y′ = P کنیم فرض تابع! فاقد و است دو مرتبه معادله حل.
داریم x بر تقسیم با و است اول مرتبه خط معادله ی این .xP ′+P +x = 0 پس .y′′ = P ′ و

داریم اول مرتبه خط معادله این حل با لذا .P ′ + 1
x
P − 1 = 0 که

P =
1

x

[
−x2

2
+ c1

]
=

−x

2
+

c1
x

= y′

داریم ر دی ساده گیری انتگرال ی اکنون

y =

∫
y′dx =

∫
(
−x

2
+

c1
x
)dx =

−x2

4
+ c1 lnx+ c2.

کنید. پیدا را yy′′ − (y′)2 = y4 معادله عموم جواب .٣ . ٢ . ١٠ تمرین

مشتق y به نسبت نتیجه در y′ = P کنیم فرض !x فاقد و است دو مرتبه معادله حل.
.−(P 2 + y4)dy + yPdP = 0 معادلا یا yP dP

dy
+ P 2 = y4 پس .y′′ = P dP

dy
و م گیریم

دادن قرار با و است قرار بر ۴ . ۴ . ٢ قضیه شرایط حال است. اول مرتبه دیفرانسیل معادله ی این
نیست کامل معادله بنابراین .∂M

∂P
= −2P ̸= P = ∂N

∂y
داریم N = yP و M = −(P 2 + y4)

ل ش به انتگرال فاکتور معادله بنابراین . 1
N
∆ = 1

yP
(−3P ) = −3

y
= s(y) داریم اما

h = h(x, y) = e
∫
s(y)dy = e

∫ −3
y = e−3 ln y =

1

y3

شود حاصل کامل معادله تا م کنیم ضرب انتگرال فاکتور در را معادله دارد.

− 1

y3
(P 2 + y4)dy +

1

y2
PdP = 0.

داریم م شود) رها تمرین عنوان (به کامل معادله این حل با

P 2

2y2
− y2

2
+ c1 = 0 ⇒ P =

√
2c1y2 + y4 = y′ =

dy

dx
.

م شود. حاصل راحت به عموم جواب و است شدن جدایی آخر معادله
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کنید. پیدا را y′′′ − y′′

x
= 0 معادله عموم جواب .٣ . ٢ . ١١ تمرین

مشتق x به نسبت نتیجه در y′′ = P کنیم فرض تابع! فاقد و است سه مرتبه معادله حل.
است پذیر جدایی و خط اول مرتبه معادله ی این .P ′ − P

x
= 0 پس .y′′′ = P ′ و م گیریم

dP

P
=

dx

x
⇒ lnP = ln x+ c = ln x+ ln c1 = ln(c1x).

داریم ر دی ساده گیری انتگرال ی اکنون .y′′ = P = c1x ر دی عبارت به

y′ =

∫
y′′dx =

∫
c1xdx =

c1x
2

2
+ c2.

است زیر صورت به عموم جواب ر، دی گیری انتگرال ی با

y =

∫
y′dx =

∫
(
c1x

2

2
+ c2)dx =

c1x
3

6
+ c2x+ c3.

خط دیفرانسیل معادله مورد در قضیه هایی ٣ . ٣
ادامه در رو این از است. اهمیت با خیل خصوص جواب ، ی از بیشتر مرتبه با معادلات حل در
آورد. خواهیم دیفرانسیل معادلات عموم جواب و خصوص جواب مورد در را مهم مطلب چند
معادلات به تعمییم قابل مطالب اکثر چند هر است. دو مرتبه معادلات روی ما اصل تمرکز موقتا

م باشد. نیز دو از بالاتر مرتبه
م پذیریم. اثبات بدون را بخش این قضیه های

در .x0 ∈ I و باشند پیوسته I بازه روی g(x) و q(x) ،p(x) توابع کنیم فرض .٣ . ٣ . ١ قضیه
خط دیفرانسیل معادله که دارد وجود (x− ϵ, x+ ϵ) مانند x0 حول همسای ی صورت این

اولیه شرایط با

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = g(x) y(x0) = y0, y′(0) = y1

دارد. جواب ی فقط و ی

صورت به خصوص جواب دو دارای حداقل y′′ + y = 0 خط دیفرانسیل معادله .٣ . ٣ . ٢ مثال
جواب تنها y1 = cos x ،y′(0) = 0 و y(0) = 1 فرض با اما است. y2 = sin x و y1 = cos x

است. معادله

ن هم خط دیفرانسیل معادله از خصوص جواب دو y2 و y1 اگر .٣ . ٣ . ٣ قضیه

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

است. بالا معادله جواب نیز c1y1 + c2y2 ،c2 و c1 حقیق عدد دو هر برای آنگاه باشند
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y2 = sin x و y1 = cos x صورت به خصوص جواب دو دارای y′′+y = 0 معادله .۴ . ٣ . ٣ مثال
جواب y = c cosx + sin x ،c حقیق عدد هر برای که م دهد نشان ساده بررس ی است.

است.

خط غیر دیفرانسیل معادله و ن غیرهم خط دیفرانسیل معادله برای ٣ . ٣ . ٣ قضیه .۵ . ٣ . ٣ تذکر
کنید. توجه زیر مثال دو به نیست. صحیح

صورت به خصوص جواب دو دارای y′′−4y′ = 3 ن غیرهم خط دیفرانسل معادله .۶ . ٣ . ٣ مثال
کنید). (بررس نیست بالا معادله جواب y = y1+(−1)y2 اما است. y2 = e4x− 3

4
و y1 = −3

4

صورت به خصوص جواب دو دارای yy′′−x(y′) = 0 خط غیر دیفرانسیل معادله .٣ . ٣ . ٧ مثال
کنید). (بررس نیست بالا معادله جواب y = y1 + (−1)y2 اما است. y2 = x2 و y1 = 1

داریم. را زیر قضیه حال
ن غیرهم خط دیفرانسیل معادله از خصوص جواب y1 اگر .٣ . ٣ . ٨ قضیه

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = g(x)

جواب نیز y = y1 + y2 آنگاه باشد y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 خصوص جواب y2 و باشد
است. بالا ن غیرهم خط دیفرانسیل معادله

ن غیرهم خط دیفرانسیل معادله از خصوص جواب y2 و y1 اگر .٣ . ٣ . ٩ قضیه

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = g(x)

y′′+p(x)y′+q(x)y = 0 ن هم خط دیفرانسیل معادله خصوص جواب y2−y1 آنگاه باشد
است.

داریم. نیاز را زیر تعریف
هرگاه هستند خط مستقل I بازه روی fn(x) ،... ،f2(x) ،f1(x) توابع گوییم .٣ . ٣ . ١٠ تعریف

از
c1f1(x) + ...+ cnfn(x) = 0 ∀x ∈ I

خط وابسته ها آن به نباشند خط مستقل fiها اگر هستند. صفر هم ciها که شود نتیجه
گوییم.

اگر زیرا هستند. خط مستقل R روی y2 = x2 و y1 = x تابع های .٣ . ٣ . ١١ مثال

c1y1 + c2y2 = c1x+ c2x
2 = 0

اگر .c1 = 0 پس است x = 0 کنیم فرض حال .c1 + 2c2x = 0 داریم گیری مشتق با آنگاه باشد
م شود. صفر هم c2 آنگاه x = 1 کنیم فرض
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زیرا هستند. خط وابسته (0, 1) بازه مثلا روی y2 = 2x و y1 = x توابع .٣ . ٣ . ١٢ مثال

0 = c1y1 + c2y2 = c1x+ c2(2x) c1 = 2, c2 = −1

x(c1 + داریم آنگاه c1x + c2(2x) = 0 اگر ر، دی بیان به !c2 نه و است صفر c1 نه وضوح به و
ci از ناصفری زیاد انتخاب های حال باشد. c1 = −2c2 باید پس است ناصفر x چون .2c2) = 0

م کنند. صدق c1x+ c2(2x) = 0 شرط در که است ما روی پیش

زیرا هستند. خط وابسته (0, 1) بازه مثلا روی y3 = x2 و y2 = x ،y1 = 0 توابع .٣ . ٣ . ١٣ مثال

2y1 + 0y2 + 0y3 = 2(0) + 0(x) + 0(x2) c1 = 2, c2 = c3 = 0

نیست! صفر c1 وضوح به و

داریم. احتیاج را زیر تعریف ادامه برای
مشتق مرتبه ای هر از I بازه روی fn(x) ،... ،f2(x) ،f1(x) توابع کنیم فرض .١۴ . ٣ . ٣ تعریف

دترمینان به صورت این در باشند. داشته

det


f1(x) f2(x) ... fn(x)
f ′
1(x) f ′

2(x) ... f ′
n(x)

...
f
(n−1)
1 (x) f

(n−1)
2 (x) ... f

(n−1)
n (x)


با را آن و گوییم I بازه روی fn(x) ،... ،f2(x) ،f1(x) توابع ین رونس

W (f1(x), f2(x), ..., fn(x))

است. تابع ی دوباره تابع، چند ین رونس که است واضح م دهیم. نشان

داریم f2(x) = x2 و f1(x) = x توابع برای .١۵ . ٣ . ٣ مثال

W (f1(x), f2(x)) = det

(
x x2

1 2x

)
= 2x2 − x2 = x2.

داریم. را زیر جالب بسیار قضیه حال
کنیم فرض .١۶ . ٣ . ٣ قضیه

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

جواب دو صورت این در باشد. I بازه روی پیوسته ضرایب با ن هم خط دیفرانسیل معادله ی
نشود. صفر I روی W (y1, y2) اگر تنها و اگر دارند خط استقلال معادله این y2 و y1 خصوص
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دو دارای و دارد R در پیوسته ضرایب y′′ + y = 0 ن هم خط دیفرانسیل معادله .٣ . ٣ . ١٧ مثال
چون است. y2 = sin x و y1 = cos x صورت به خصوص جواب

W (y1, y2) = det

(
cosx sin x
− sin x cos x

)
= 1

هستند. خط مستقل جواب دو این است، ناصفر R روی
م پذیریم. را ری دی جالب بسیار قضیه حال

کنیم فرض .٣ . ٣ . ١٨ قضیه

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

جواب دو y2 و y1 و باشد I بازه روی پیوسته ضرایب با ن هم خط دیفرانسیل معادله ی
نقطه هیچ در یا است صفر I کل روی W (y1, y2) صورت این در باشند. معادله این خصوص

نیست. صفر I از

دارد. کارایی ن هم خط دیفرانسیل معادله ی جواب های برای فقط ١۶ . ٣ . ٣ قضیه .٣ . ٣ . ١٩ تذکر
اما هستند. خط مستقل R روی y2 = x2 و y1 = x توابع که کرده اید مشاهد مثلا

W (y1, y2) = det

(
x x2

1 2x

)
= x2

دارد.! صفر ریشه I = (−1, 1) بازه روی
دارد. ما برای را زیر مهم خیل نتیجه ٣ . ٣ . ١٨ قضیه و ١۶ . ٣ . ٣ قضیه

کنیم فرض .٣ . ٣ . ٢٠ نتیجه

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

جواب دو صورت این در باشد. I بازه روی پیوسته ضرایب با ن هم خط دیفرانسیل معادله ی
از نقطه ی روی W (y1, y2) اگر تنها و اگر دارند خط استقلال معادله این y2 و y1 خصوص

نشود. صفر I

عموم جواب ونه چ که م دهد نشان قضیه این کنیم. بیان را اساس قضیه اولین م توانیم حال
آوریم. دست به را ن هم خط دیفرانسیل معادله ی

و y1 همچنین و باشند I بازه روی خط مستقل و پیوسته تابع دو y2 و y1 اگر .٣ . ٣ . ٢١ قضیه
ن هم خط دیفرانسیل معادله از جواب دو y2

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

y2 و y1 توابع (به است بالا دیفرانسیل معادله عموم جواب yg = c1y1 + c2y2 آنگاه باشند
گوییم). جواب پایه قضیه فرض های در کننده صدق
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دو دارای و دارد R در پیوسته ضرایب y′′ + y = 0 ن هم خط دیفرانسیل معادله .٣ . ٣ . ٢٢ مثال
چون است. y2 = sin x و y1 = cos x صورت به خصوص جواب

W (y1, y2) = det

(
cosx sin x
− sin x cos x

)
= 1

،٣ . ٣ . ٢١ قضیه طبق حال هستند. خط مستقل بالا خصوص جواب دو بنابراین است ناصفر R روی
است. y′′ + y = 0 ن هم خط دیفرانسیل معادله عموم جواب yg = c1 cos x+ c2 sin x

خط دیفرانسیل معادله جواب تکلیف زیر قضیه م کنیم! بیان را اساس قضیه دومین اکنون
م کند. مشخص را ن غیرهم

ن غیرهم خط دیفرانسیل معادله از خصوص جواب ی yp اگر .٣ . ٣ . ٢٣ قضیه

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = g(x)

ن هم خط معادله عموم جواب yg همچنین و باشد I بازه روی پیوسته ضرایب با

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

است. بالا ن غیرهم خط دیفرانسیل معادله عموم جواب yG = yg + yp آنگاه

و دارد R در پیوسته ضرایب y′′ − y = x ن غیرهم خط دیفرانسیل معادله .٢۴ . ٣ . ٣ مثال
خصوص جواب دو y2 = e−x و y1 = ex اما است. معادله این خصوص جواب ی yp = −x

چون است. y′′ − y = 0

W (y1, y2) = det

(
ex e−x

ex −e−x

)
= −2

جواب yg = c1e
x + c2e

−x ،٣ . ٣ . ٢١ قضیه طبق و هستند خط مستقل جواب دو پس ،R روی
پس است. y′′ − y = 0 ن هم خط دیفرانسیل معادله عموم

yG = yg + yp = c1e
x + c2e

−x − x

است. ن غیرهم خط دیفرانسیل معادله عموم جواب

وابسته y2 و y1 که دهید نشان آنگاه باشد y1
y2

= k که باشند تابع دو y2 و y1 اگر .٢۵ . ٣ . ٣ تمرین
است). حقیق عدد ی k) هستند خط

داریم پس است y1 = ky2 چون .c1y1 + c2y2 = 0 کنیم فرض حل.

0 = c1y1 + c2y2 = c1ky1 + c2y2 = y2(c1k + c2).

داریم و y1 = 0 آنگاه باشد k = 0 اگر .c2 = −c1k باشیم داشته باید y2 ̸= 0 چون بنابراین

0 = 2y1 + 0y2 c1 = 2, c2 = 0
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c1 = 1 فرض با آنگاه k ̸= 0 اگر هستند. خط وابسته y2 و y1 پس نیست! صفر c1 وضوح به و
و c2 = −k ̸= 0 داریم

c1y1 + c2y2 = y1 − ky2 = y1 − y1 = 0.

هستند. خط وابسته y2 و y1 پس است. ناصفر c2 که حال در

و باشند I بازه در y′′ + f1(x)y
′ + f0(x)y = 0 جواب دو y2 و y1 اگر .٢۶ . ٣ . ٣ تمرین

.W ′ + f1(x)W = 0 دهید نشان آنگاه W = W (y1, y2)

بنابراین .W = y1y
′
2 − y′1y2 که م دانیم حل.

W ′ = y′1y
′
2 + y1y

′′
2 − y′′1y2 − y′1y

′
2 = y1y

′′
2 − y′′1y2 =

y1(−f1(x)y
′
2 − f0(x)y2)− y2(−f1(x)y

′
1 − f0(x)y1) =

− f1(x)(y1y
′
2 − y′1y2) = −f1(x)W.

فرض با را y′′ − y = ex ن غیرهم خط دیفرانسیل معادله عموم جواب .٣ . ٣ . ٢٧ تمرین
آورید. دست به yp = x

2
ex

y1 = ex اما دارد. R در پیوسته ضرایب y′′−y = ex ن غیرهم خط دیفرانسیل معادله حل.
چون است. y′′ − y = 0 خصوص جواب دو y2 = e−x و

W (y1, y2) = det

(
ex e−x

ex −e−x

)
= −2

yg = c1e
x+c2e

−x ،٣ . ٣ . ٢١ قضیه طبق و هستند خط مستقل جواب دو پس است ناصفر R روی
پس است. y′′ − y = 0 ن هم خط دیفرانسیل معادله عموم جواب

yG = yg + yp = c1e
x + c2e

−x +
x

2
ex

است. ن غیرهم خط دیفرانسیل معادله عموم جواب

ن هم خط دیفرانسیل معادله که دهید نشان .٣ . ٣ . ٢٨ تمرین

y′ + f1(x)y
′ + f0(x)y = 0

باشد. داشته x2 صورت به جوابی نم تواند هرگز (−1, 1) بازه در پیوسته ضرایب با

شرط با را معادله .y1 = x2 کنیم فرض حل.

y′′ + f1(x)y
′ + f0(x)y = 0 y(0) = 0, y′(0) = 0

باید ٣ . ٣ . ١ قضیه طبق حال م کند. صدق بالا معادله در y2 = 0 که است واضح م گیریم. نظر در
است. تناقض این و باشد y1 = y2
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ثابت ضرایب با ن هم خط دوم مرتبه دیفرانسیل معادله ۴ . ٣

م دهیم. آموزش را ثابت ضرایب با خط دو مرتبه ن هم دیفرانسیل معادله حل روش بخش این در
عبارت به م گیریم، نظر در ثابت تابع های را ن هم خط دیفرانسیل معادله ضرایب حقیقت در

وییم. ب مختلط اعداد درباره کم که است لازم آن از قبل ن! مم ل ش ساده ترین
م گیریم، نظر در را x, y ∈ R که (x, y) ل ش به مرتب زوج های همه مجموعه .١ . ۴ . ٣ تعریف

یعن
C = {(x, y) | x, y ∈ R}.

م کنیم تعریف z′ = (x′, y′) و z = (x, y) مرتب های زوج دو برای

z + z′ := (x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′)

z · z′ := (x, y) · (x′, y′) = (xx′ − yy′, xy′ + yx′)

مختلط عدد ی را C از عضو هر و گوییم مختلط اعداد مجموعه بالا ضرب و جمع با همراه C به
نامیم.

داریم z′ = (0,−1) و z = (1, 1) مختلط اعداد برای .٢ . ۴ . ٣ مثال

z + z′ = (0 + 1, 1 + (−1)) = (1, 0)

z · z′ := (1, 1) · (0,−1) = (0− (−1),−1 + 0) = (1,−1).

دهیم. نشان i با را C در (0, 1) مختلط عدد که م کنیم داد قرار لحظه این از .٣ . ۴ . ٣ داد قرار
y و x همان با ترتیب به را (0, y) و (x, 0) مختلط اعداد م کنیم داد قرار لحظه این از همچنین
به را (x, y) مختلط عدد ی م کنند کم زیرا هستند. مفید بسیار داد قرار دو این دهیم. نمایش

لذا دهیم. نمایش x+ iy صورت

(x, y) = (x, 0) + (0, y) = (x, 0) + y(0, 1) = x+ iy.

باشیم داشته که م شود سبب بالا داد قرار .۴ . ۴ . ٣ تذکر

i2 = (0, 1) · (0, 1) = (0− 1, 0− 0) = (−1, 0) = −1.

در نداشت ریشه حقیق اعداد در که t2 + 1 = 0 معادله یعن است. −1 با برابر i دوم توان √یعن
−16 = 4i داریم یعن است! معن با منف اعداد بری جذر نتیجه در دارد. i ریشه مختلط اعداد

داریم z′ = x′ + iy′ و z = x+ iy برای همچنین آخر. ال و
√
−25 = 5i یا و

z + z′ = (x+ x′) + i(y + y′)

z · z′ = (xx′ − yy′) + i(xy′ + yx′)
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داریم z′ = −i و z = 1 + i مختلط اعداد برای .۵ . ۴ . ٣ مثال

z + z′ = 1

z · z′ := 1− i.

گوییم z مختلط عدد حقیق بخش x بخش به ،z = x+ iy مختلط عدد برای .۶ . ۴ . ٣ تعریف
نشان Im(z) با و گوییم z مختلط عدد موهوم بخش y بخش به و م دهیم نشان Re(z) با و

م دهیم.

داریم. را زیر قضیه اکنون
دارای ∆ = b2 − 4ac < 0 آن در که at2 + bt + c = 0 دوم درجه معادله .٧ . ۴ . ٣ قضیه

است زیر ریشه های

t1 =
−b+ i

√
−∆

2a
t2 =

−b− i
√
−∆

2a

دارای ∆ = b2 − 4ac = −16 آن در که t2 + 2t + 5 = 0 دوم درجه معادله .٨ . ۴ . ٣ مثال
است زیر ریشه های

t1 =
−2 + 4i

2
= −1 + 2i t2 =

−2− 4i

2
= −1− 2i

را آن و
√

x2 + y2 یعن z = x + iy مختلط عدد مطلق قدر یا نرم از منظور .٩ . ۴ . ٣ تعریف
است. (0, 0) مبدا از (x, y) نقطه فاصله همان |z| حقیقت در م دهیم. نمایش |z| با

.|z|=
√
2 با است برابر z = 1− i مختلط عدد مطلق قدر .١٠ . ۴ . ٣ مثال

نمایش z̄ با را آن و x− iy یعن z = x + iy مختلط عدد مزدوج از منظور .١١ . ۴ . ٣ تعریف
م دهیم.

این جالبتر هستند. مزدوج ∆ < 0 شرط با دوم درجه معادله ی مختلط ریشه های .١٢ . ۴ . ٣ مثال
است. ریشه نیز a− ib آنگاه (ci ∈ R) باشد cnxn + ...+ c1x+ c0 = 0 ریشه a+ ib اگر که

.zz̄ = |z|2 داریم همواره z مختلط عدد هر برای .١٣ . ۴ . ٣ لم

z = مختلط عدد کنیم فرض دارد. مثلثات یا قطبی نمایش ی مختلط عدد هر .١۴ . ۴ . ٣ تذکر
یعن .r = |z| که داریم اختیار در را x+ iy
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.tan θ = y
x

همچنین .z = r(cos θ + i sin θ) بنابراین .y = r sin θ ،x = r cos θ لذا و

−π < θ ≤ π به و گوییم آرگومان θ به z مختلط عدد قطبی نمایش در .١۵ . ۴ . ٣ تعریف
م کنیم. لحاظ را اصل آرگومان همیشه مختلط عدد قطبی نمایش در گوییم. اصل آرگومان

که است واضح بنویسیم. را z = 1 − i مختلط عدد قطبی نمایش م خواهیم .١۶ . ۴ . ٣ مثال
لذا .θ = 3π

4
پس است نظر مد اصل آرگومان چون .tan θ = −1

1
= −1 اما .|z|=

√
2

.z =
√
2(cos(3π

4
) + i sin(3π

4
))

کرده ایم. اثبات را زیر مهم بسیار رابطه شده حل تمرین های در و ششم فصل در
در .eiθ = cos θ+ i sin θ داریم همواره اویلر) رابطه یا اویلر اتحاد اویلر، (فرمول .١٧ . ۴ . ٣ لم

م شود. حاصل مختلط عدد برای reiθ نمایش نتیجه

که است واضح بنویسیم. را z = 1 − i مختلط عدد قطبی نمایش م خواهیم .١٨ . ۴ . ٣ مثال
لذا .θ = 3π

4
پس است نظر مد اصل آرگومان چون .tan θ = −1

1
= −1 اما .|z|=

√
2

.z =
√
2ei

3π
4

م پردازیم. خودمان اصل هدف به اکنون
معادله را ،a, b ∈ R که y′′ + ay′ + by = 0 صورت به دو مرتبه معادله هر .١٩ . ۴ . ٣ تعریف

گوییم. ثابت ضرایب با خط دو مرتبه ن هم دیفرانسیل

است. ن هم ثابت ضرایب با خط دو مرتبه دیفرانسیل معادله y′′+2y′+4y = 0 .٢٠ . ۴ . ٣ مثال
(بر است ن هم ثابت ضرایب با خط دو مرتبه دیفرانسیل معادله 2y′′ + 2y′ + 4y = 0 همچنین

کنید). تقسیم ٢

داریم. نیاز زیر مفهوم به ادامه در
معادله ،a, b ∈ R که y′′+ay′+ by = 0 صورت به دو مرتبه معادله هر برای .٢١ . ۴ . ٣ تعریف

گوییم. مفسر معادله یا شاخص معادله را t2 + at+ b = 0

t2 + 2t + 4 = 0 صورت به y′′ + 2y′ + 4y = 0 معادله برای شاخص معادله .٢٢ . ۴ . ٣ مثال
است.
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ی دارای y′− ay = 0 ثابت، ضرایب با خط اول مرتبه ن هم دیفرانسیل معادله که م دانیم
م دهد. سوق زیر قضیه اثبات به را ما مطلب این است. y1 = eax صورت به جواب

t2 + at+ b = 0 شاخص معادله با y′′ + ay′ + by = 0 دیفرانسیل معادله .٢٣ . ۴ . ٣ قضیه
است. زیر صورت به عموم جواب دارای

صورت به عموم جواب و دارد t2 و t1 حقیق ریشه دو شاخص معادله (١)

yg = c1e
t1x + c2e

t2x

هستند. معادله خط مستقل جواب دو y2 = et2x و y1 = et1x حالت این در است.
به عموم جواب و دارد u − iv و u + iv صورت به مختلط ریشه دو شاخص معادله (٢)

صورت
yg = eux(c1 cos(vx) + c2 sin(vx))

معادله خط مستقل جواب دو y2 = eux sin(vx) و y1 = eux cos(vx) حالت این در است.
هستند.

صورت به عموم جواب و دارد t1 حقیق مضاعف ریشه ی شاخص معادله (٣)

yg = (c1 + c2x)e
t1x

هستند. معادله خط مستقل جواب دو y2 = xet1x و y1 = et1x حالت این در است.

معادله که م زنیم حدس شد، اشاره بالا که مطلبی به توجه با اثبات.

y′′ + ay′ + by = 0

معادله در را حدس جواب کنیم. پیدا را مناسب t باید باشد! داشته y = etx صورت به جوابی
داریم پس م کنیم ذاری جای

etx(t2 + at+ b) = 0.

حالات رو این از شود! تبدیل حقیقت به ما حدس تا دهیم قرار شاخص معادله ریشه را t باید پس
م دهد. رخ زیر

ن هم دیفرانسیل معادله در et2x و et1x پس دارد. t2 و t1 (متمایز) ریشه دو شاخص معادله (١)
این واقع در کنید، (بررس W (et1x, et2x) ̸= 0 اما م کنند. صدق ثابت ضرایب با دو مرتبه خط

عموم جواب yg = c1e
t1x + c2e

t2x باید ٣ . ٣ . ٢١ قضیه طبق بنابراین هستند). خط مستقل دو
باشد.

معادله در e(u−iv)x و e(u+iv)x پس دارد. u− iv و u+ iv مختلط ریشه دو شاخص معادله (٢)
W (e(u+iv)x, e(u−iv)x) ̸= 0 اما م کنند. صدق ثابت ضرایب با دو مرتبه خط ن هم دیفرانسیل
جواب باید ٣ . ٣ . ٢١ قضیه طبق بر بنابراین هستند). خط مستقل دو این واقع در کنید، (بررس

عموم جواب دنبال ما اما باشد. Y = (A+ iB)e(u+iv)x+(C+ iD)e(u−iv)x مختلط عموم
و B = D = 0 م دهیم قرار بالا مختلط عموم جواب در منظور این برای هستیم. حقیق
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داریم اویلر رابطه کم با و A = C = 1
2

y1 =
1

2
e(u+iv)x +

1

2
e(u−iv)x =

1

2
eux(eivx + e−ivx) =

1

2
eux(cos(vx) + i sin(vx) + cos(−vx) + i sin(−vx)) =

1

2
eux(cos(vx) + i sin(vx) + cos(vx)− i sin(vx)) = eux cos(vx).

داریم اویلر رابطه کم با و B = D = 1
2

و A = C = 0 م دهیم قرار مشابه، صورت به
دو این واقع در کنید، (بررس W (y1, y2) ̸= 0 و هستند حقیق y2 و y1 .y2 = eux sin(vx)

داریم ٣ . ٣ . ٢١ قضیه طبق بنابراین هستند). خط مستقل

yg = c1y1 + c2y2 = eux(c1 cos(vx) + c2 sin(vx)).

خوش با اما م کند. صدق معادله در et1x پس دارد. t1 مضاعف ریشه ی شاخص معادله (٣)
و م کند صدق بالا ثابت ضرایب با ن هم خط دیفرانسیل معادله در نیز xet1x تمام شانس
قضیه طبق بنابراین هستند). خط مستقل دو این واقع در کنید، (بررس W (et1x, xet1x) ̸= 0

از و نیست شانس xet1x حدس (البته باشد عموم جواب yg = c1e
t1x + c2xe

t1x باید ٣ . ٣ . ٢١
م شود). حاصل م دهیم آموزش بعدا که مرتبه) (کاهش پارامترها تغییر روش

ثابت: ضرایب با ن هم خط دوم مرتبه دیفرانسیل معادله کل صورت

y′′ + ay′ + by = 0

t2 + at+ b = 0 : شاخص معادله
.yg = c1e

t1x + c2e
t2x و دارد t2 و t1 ریشه دو شاخص معادله (١)

و هستند) (مزدوج دارد u− iv و u+ iv صورت به مختلط ریشه دو شاخص معادله (٢)
.yg = eux(c1 cos(vx) + c2 sin(vx))

.yg = (c1 + c2x)e
t1x و دارد t1 مضاعف ریشه ی شاخص معادله (٣)

نمایید. توجه زیر مثال های به

این کنیم. پیدا را y′′+2y′−15y = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب م خواهیم .٢۴ . ۴ . ٣ مثال
صورت به شاخص معادله اما است. ثابت ضرایب با ن هم خط دوم مرتبه دیفرانسیل معادله ی
و است داده رخ (١) حالت پس دارد. t2 = 3 و t1 = −5 ریشه دو که است t2 + 2t− 15 = 0

است. عموم جواب yg = c1e
−5x + c2e

3x

این کنیم. پیدا را y′′ + 2y′ + y = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب م خواهیم .٢۵ . ۴ . ٣ مثال
صورت به شاخص معادله اما است. ثابت ضرایب با ن هم خط دوم مرتبه دیفرانسیل معادله ی
و است داده رخ (٣) حالت پس دارد. t1 = −1 مضاعف ریشه که است t2 + 2t + 1 = 0

است. عموم جواب yg = (c1 + c2x)e
−x
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این کنیم. پیدا را y′′+2y′+10y = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب م خواهیم .٢۶ . ۴ . ٣ مثال
صورت به شاخص معادله اما است. ثابت ضرایب با ن هم خط دوم مرتبه دیفرانسیل معادله ی
مختلط ریشه دو معادله پس ∆ = b2 − 4ac = −36. داریم حال است. t2 + 2t + 10 = 0

دارد هم) (مزدوج

t1, t2 =
−b+i

√
−∆

2a
=

−2+6i

2
= −1+3i.

که داریم حال است. v = 3 و u = −1 که است واضح و است داده رخ (٢) حالت پس
است. عموم جواب yg = e−x(c1 cos(3x) + c2 sin(3x))

کنید. پیدا را y′′ − 4y′ + 4y = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب .٢٧ . ۴ . ٣ تمرین

شاخص معادله اما است. ثابت ضرایب با ن هم خط دوم مرتبه دیفرانسیل معادله ی این حل.
است داده رخ (٣) حالت پس دارد. t1 = 2 مضاعف ریشه که است t2 − 4t+ 4 = 0 صورت به

است. عموم جواب yg = (c1 + c2x)e
2x و

کنید. پیدا را y′′ + 25y = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب .٢٨ . ۴ . ٣ تمرین

شاخص معادله اما است. ثابت ضرایب با ن هم خط دوم مرتبه دیفرانسیل معادله ی این حل.
داریم حال است. t2 + 25 = 0 صورت به

∆ = b2 − 4ac = −100.

دارد هم) (مزدوج مختلط ریشه دو معادله پس

t1, t2 =
−b+i

√
−∆

2a
=

0+10i

2
= +5i.

yg = که داریم حال است. v = 5 و u = 0 که است واضح و است داده رخ (٢) حالت پس
است. عموم جواب e0x(c1 cos(5x) + c2 sin(5x)) = c1 cos(5x) + c2 sin(5x)

آن جواب های ex cos(2x) و ex sin(2x) توابع که بنویسید دیفرانسیل معادله ی .٢٩ . ۴ . ٣ تمرین
باشند.

1 + 2i پس دهیم. قرار نظر مد را (٢) حالت و v = 2 و u = 1 دهیم قرار است کاف حل.
جمع حاصل و ریشه ها ضرب حاصل روابط به توجه با هستند. شاخص معادله ریشه های 1− 2i و
صورت به شاخص معادله است، ی t2 ضریب که مطلب این و دوم درجه معادلات در ریشه ها

است. مسئله جواب  y′′ − 2y′ + 5y = 0 دیفرانسیل معادله بنابراین است. t2 − 2t+ 5 = 0
است.
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ن هم ثابت) ضرایب (غیر خط دیفرانسیل معادله ۵ . ٣
تحلیل حل دوم مرتبه دیفرانسیل معادله ی برای نتوانیم است ن مم که شد اشاره قبل بخش های در

اما نمودیم. ارائه تحلیل حل ثابت ضرایب با ن هم خط معادلات برای اما کنیم. فراهم ( (کلاسی
ندارد، ثابت ضرایب که ن هم خط دیفرانسیل معادله ی برای م توان ونه چ که است این سوال

کرد؟ فراهم تحلیل حل
جواب ی بتوانیم اگر اما نمود. ارائه تحلیل حل چنین نم توان لزوما که وییم ب باید پاسخ در

روش ادامه در کنیم. ارائه تحلیل حل ی م توانیم باشیم، داشته قبل از یا بزنیم حدس را خصوص
م دهیم. شرح است مرتبه کاهش یا پارامترها تغییر روش به که را

مرتبه کاهش روش
از y1 مانند ناصفر جواب ی داشتن با آیا که دهیم پاسخ سوال این به م خواهیم قسمت این در
مستقل که باشیم داشته y2 مانند ر دی جواب ی م توانیم ،y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 معادله

ن هم دوم مرتبه خط دیفرانسیل معادله کنیم فرض باشند؟ خط

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

y2 = uy1 که م کنیم پیدا گونه ای به را u تابع حال داریم. اختیار در y1 خصوص جواب با همراه را
داریم ٣ . ٣ . ٢١ قضیه طبق آنگاه باشند خط مستقل y2 و y1 اگر باشد. معادله برای ری دی جواب

م شود: معیین ونه چ u اما است. عموم جواب yg = c1y1 + c2y2
با است، جواب y2 چون .y′′2 = u′′y1 + y′′1u + 2y′1u

′ و y′2 = uy′1 + u′y1 که است واضح
داریم اصل معادله در ذاری جای

y′′2 + p(x)y′2 + q(x)y2 = 0

u′′y1 + y′′1u+ 2y′1u
′ + p(x)(uy′1 + u′y1) + q(x)y2 = 0

y1u
′′ + (2y′1 + p(x)y1)u

′ + (y′′1 + p(x)y′1 + q(x)y1) = 0

y1u
′′ + (2y′1 + p(x)y1)u

′ = 0.

u′′ = Z ′ داریم x حسب بر گیری مشتق و Z = u′ فرض با

y1Z
′ + (2y′1 + p(x)y1)Z = 0 ⇒ Z ′

Z
=

−2y′1
y1

− p(x)

با حال گوییم). مرتبه کاهش روش این به دلیل همین (به م شود حاصل اول مرتبه خط معادله
داریم برود) پیش تر ساده کار تا نکنیم اعمال موقتا را انتگرال ثابت (م توانیم گیری انتگرال

lnZ = −2 ln y1 +

∫
−p(x)dx ⇒

Z =
1

y21
e
∫
−p(x)dx =

1

y21
e
∫
−p(x)dx ⇒ u′ =

1

y21
e
∫
−p(x)dx.
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م آید. دست به u گیری انتگرال ی با حال

:y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 ن هم دوم مرتبه معادله حل برای مرتبه کاهش روش
.y1 مانند جواب ی داشتن یا جواب ی حدس (١)
.y2 = uy1 صورت به دوم جواب گرفتن نظر در (٢)

اعمال را گیری انتگرال ثابت است (بهتر u محاسبه و u′ = 1
y21
e
∫
−p(x)dx از گیری انتگرال (٣)

شود). اعمال عموم جواب در و نکنید
است. yg = c1y1 + c2y2 عموم جواب (۴)

،eax ،ex ،−x ،x مانند معروف توابع y1 برای نشد، داده امتحان) (یا سوال در y1 اگر نکته:
١ برابر y′′ ضریب که کنید دقت همیشه ضمن در م کنیم. امتحان را ... و sin(ax) و sinx

باشد.

نمایید. توجه زیر مثال های به
را معادله ابتدا کنیم. پیدا را x3y′′ + xy′ − y = 0 معادله عموم جواب م خواهیم .١ . ۵ . ٣ مثال
(حدس است جواب ی y1 = x که است واضح م نویسیم. y′′ + 1

x2y
′ − 1

x3y = 0 صورت به
داریم حال زده ایم).

u′ =
1

y21
e
∫
−p(x)dx =

1

x2
e
∫
− 1

x2
dx =

1

x2
e

1
x ⇒ u = −e

1
x .

عموم جواب بنابراین هستند. خط مستقل −xe
1
x و x که است واضح ،٣ . ٣ . ٢٠ نتیجه کم با

است. yg = c1x− c2xe
1
x

واضح کنیم. پیدا را y′′ − x+2
x
y′ + x+2

x2 y = 0 معادله عموم جواب م خواهیم .٢ . ۵ . ٣ مثال
داریم حال زده ایم). (حدس است معادله جواب y1 = x که است

u′ =
1

y21
e
∫
−p(x)dx =

1

x2
e
∫
−(−x+2

x
)dx =

1

x2
ex+2 lnx = ex ⇒ u = ex.

عموم جواب بنابراین هستند. خط مستقل xex و x که است واضح ،٣ . ٣ . ٢٠ نتیجه کم با
است. yg = c1x+ c2xe

x

y(0) = 1 اولیه شرط با را y′′ − (1 + 1
x
)y′ + 1

x
y = 0 معادله خصوص جواب .٣ . ۵ . ٣ تمرین

آورید. دست به y′(1) = 0 و
داریم حال زده ایم). (حدس است جواب ی y1 = ex که است واضح حل.

u′ =
1

y21
e
∫
−p(x)dx =

1

(ex)2
e
∫
(1+ 1

x
)dx =

1

e2x
ex+lnx = xe−x

⇒ u = −(x+ 1)e−x.

و ex که است واضح ،٣ . ٣ . ٢٠ نتیجه کم با است. جز به جز آخر گیری انتگرال

y2 = uy1 = −(x+ 1)e−xex = −x− 1

y(0) = 1 چون است. yg = c1e
x + c2(−x− 1) عموم جواب بنابراین هستند. خط مستقل

.c2 = e
1−e

،c1 = 1
1−e

نتیجه در و است c1e− c2 = 0 پس y′(1) = 0 اما .c1 − c2 = 1 پس
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ن غیرهم ثابت) ضرایب (غیر خط دیفرانسیل معادله ۶ . ٣

روش که است آن وقت اکنون پرداختیم. دو مرتبه از ن هم خط معادلات حل به قبل بخش های در
متوجه بیندازیم، ٣ . ٣ . ٢٣ قضیه به گذرا نگاه ی اگر دهیم. آموزش را ن غیرهم خط معادلات حل
معادله عموم جواب که داریم نیاز دو مرتبه ن غیرهم خط معادله ی حل برای که شد خواهیم

بدانیم. را معادله از خصوص جواب ی و نظیر ن هم
نمایید. توجه زیر مثال های به اکنون

مرتبه از شده داده معادله کنیم. پیدا را y′′ − y = x عموم جواب م خواهیم .١ . ۶ . ٣ مثال
که است ثابت ضرایب با y′′ − y = 0 یعن نظیر ن هم معادله اما است. خط ن غیرهم دو
yg = صورت به نظیر ن هم معادله عموم جواب بنابراین دارد. t2 − 1 = 0 شاخص معادله
طبق بنابراین است. معادله این خصوص جواب yp = −x دقت کم با است. c1ex + c2e

−x

خط ن غیرهم معادله عموم جواب yG = yg + yp = c1e
x + c2e

−x − x باید ٣ . ٣ . ٢٣ قضیه
باشد. بالا

کنیم. پیدا را y′′− x+2
x
y′+ x+2

x2 y = 4−x−x2 معادله عموم جواب م خواهیم .٢ . ۶ . ٣ مثال
یعن نظیر ن هم معادله است. خط ن غیرهم دو مرتبه از شده داده معادله

y′′ − x+ 2

x
y′ +

x+ 2

x2
y = 0

داریم حال زده ایم). (حدس است معادله جواب y1 = x جواب دارای

u′ =
1

y21
e
∫
−p(x)dx =

1

x2
e
∫
−(−x+2

x
)dx =

1

x2
ex+2 lnx = ex ⇒ u = ex.

عموم جواب بنابراین هستند. خط مستقل xex و x که است واضح ،٣ . ٣ . ٢٠ نتیجه کم با
معادله این خصوص جواب yp = x2 دقت کم با است. yg = c1x+ c2xe

x نظیر ن هم معادله
عموم جواب yG = yg + yp = c1x + c2xe

x + x2 باید ٣ . ٣ . ٢٣ قضیه طبق بنابراین است.
باشد. بالا خط ن غیرهم معادله

نظیر ن هم معادله عموم جواب معضل بتوانیم اگر شده اید، متوجه بالا مثال های از که همانطور
خط ن غیرهم معادله عموم جواب ارائه برای وقت آن کنیم حل را ن غیرهم خط معادله ی از

اما ندارد. ان ام خصوص جواب ارائه همیشه هستیم! مواجه خصوص جواب ی دانستن بامعضل
کنید. پیدا را خصوص جواب بتوانید تا م دهیم آموزش را روش چند زیر در

نامعین ضرایب روش
ثابت ضرایب با خط دیفرانسیل معادلات از خصوص جواب ی کردن پیدا برای فقط روش این از

م شود. استفاده خاص شرایط تحت هم آن
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را y′′ + a1y
′ + a0y = g(x) ثابت ضرایب با ن غیرهم خط 2 مرتبه معادله کنیم فرض (١)

درجه از جمله ای چند ی g(x) = bkx
k + bk−1x

k−1+ ...+ b1x+ b0 اگر داریم. اختیار در
آنگاه باشد k

yp = xm(hkx
k + hk−1x

k−1 + ...+ h1x+ h0)

t2 + a1t + a0 = 0 شاخص معادله صفرهای تعداد m که است خصوص جواب ی ظاهر
و m = 1 باشد تکرار ی با ریشه صفر اگر ،m = 0 نباشد ریشه صفر اگر که شود دقت است.

.m = 2 باشد مضاعف ریشه صفر اگر

دیفرانسیل معادله ی این کنیم. پیدا را y′′−4y = 4 معادله عموم جواب م خواهیم .٣ . ۶ . ٣ مثال
پس است. t2 − 4 = 0 آن شاخص معادله که است ثابت ضرایب با ن غیرهم خط دو مرتبه

ی g(x) = 4 چون است. yg = c1e
2x + c2e

−2x صورت به نظیر ن هم معادله عموم جواب
بنابراین (m = 0) ندارد صفر ریشه اصلا شاخص معادله و است (k = 0) صفر درجه از چندجمله
داریم y′′ − 4y = 4 معادله در yp دادن قرار با است. yp = h0 صورت به خصوص جواب ل ش
yG = yg + yp = c1e

2x + c2e
−2x − 1 باید ٣ . ٣ . ٢٣ قضیه طبق بنابراین .yp = h0 = −1 که

باشد. بالا ن غیرهم معادله عموم جواب
معادله ی این کنیم. پیدا را y′′ − 4y′ = 8x معادله عموم جواب م خواهیم .۴ . ۶ . ٣ مثال
t2 − 4t = 0 صورت به آن شاخص معادله و ثابت ضرایب با ن غیرهم خط دو مرتبه دیفرانسیل
g(x) = 8x چون است. yg = c1+c2e

4x صورت به نظیر ن هم معادله عموم جواب پس است.
بنابراین (m = 1) دارد صفر ریشه ی شاخص معادله و است (k = 1) ی درجه از چندجمله ی
در yp دادن قرار با است. yp = x(h1x+ h0) = h1x

2 + h0x صورت به خصوص جواب ل ش
که داریم y′′ − 4y = 4 معادله

(h1x
2 + h0x)

′′ − 4(h1x
2 + h0x)

′ = 8x ⇒ 2h1 − 4(2h1x+ h0) = 8x

⇒ − 8h1x+ 2h1 − 4h0 = 8x.

یعن 2h1 − 4h0 = 0 و −8h1 = 8 که داریم درجه، هم عبارات ضرایب دادن قرار متحد از
باید ٣ . ٣ . ٢٣ قضیه طبق بنابراین .h0 =

−1
2

و h1 = −1

yG = yg + yp = c1 + c2e
4x − x2 − 1

2
x

باشد. بالا ن غیرهم معادله عموم جواب

را y′′ + a1y
′ + a0y = g(x) ثابت ضرایب با ن غیرهم خط 2 مرتبه معادله کنیم فرض (٢)

آنگاه باشد k درجه از جمله ای چند U(x) آن در که g(x) = U(x)eax اگر داریم. اختیار در

yp = eaxxm(hkx
k + hk−1x

k−1 + ...+ h1x+ h0)

شاخص معادله a با مساوی ریشه های تعداد m آن در که است خصوص جواب ی ظاهر
تکرار ی با ریشه a اگر ،m = 0 نباشد ریشه a اگر که شود دقت است. t2 + a1t+ a0 = 0

.m = 2 باشد مضاعف ریشه a اگر و m = 1 باشد
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ی این کنیم. پیدا را y′′ − 3y′ + 2y = 3e4x معادله عموم جواب م خواهیم .۵ . ۶ . ٣ مثال
صورت به آن شاخص معادله که است ثابت ضرایب با ن غیرهم خط دو مرتبه دیفرانسیل معادله
yg = c1e

x + c2e
2x صورت به نظیر ن هم معادله عموم جواب پس است. t2 − 3t + 2 = 0

هیچ شاخص معادله و است (U(x) = 3 و a = 4) g(x) = U(x)eax = 3e4x که داریم است.
با است. yp = e4x(h0) = h0e

4x صورت به خصوص جواب ل ش بنابراین ندارد، a = 4 ریشه
قضیه طبق بنابراین .yp = h0 = 1

2
که داریم y′′ − 3y′ + 2y = 3e2x معادله در yp دادن قرار

باشد. بالا ن غیرهم معادله عموم جواب yG = yg+yp = c1e
x+ c2e

2x+ 1
2
e4x باید ٣ . ٣ . ٢٣

ی این کنیم. پیدا را y′′−7y′+6y = (x−2)ex معادله عموم جواب م خواهیم .۶ . ۶ . ٣ مثال
صورت به آن شاخص معادله که است ثابت ضرایب با ن غیرهم خط دو مرتبه دیفرانسیل معادله
yg = c1e

x + c2e
6x صورت به نظیر ن هم معادله عموم جواب پس است. t2 − 7t + 6 = 0

ریشه ی شاخص معادله و است (U(x) = x− 2 و a = 1) g(x) = (x− 2)ex چون است.
است. yp = xex(h1x + h0) صورت به خصوص جواب ل ش بنابراین دارد، a = 1 با مساوی

که داریم y′′ − 7y′ + 6y = (x− 2)ex معادله در yp دادن قرار با

(xex(h1x+ h0))
′′ − 4(xex(h1x+ h0))

′ = (x− 2)ex ⇒
(h1x

2 + h0x+ 4h1x+ 2h0 + 2h1 − 7h1x
2 − 7h0x−

14h1x− 7h0 + 6h1x+ 6h0x) = (x− 2)ex.

قضیه طبق بنابراین .h0 = 9
25

و h1 = 1
10

که داریم درجه، هم عبارات ضرایب دادن قرار متحد از
باید ٣ . ٣ . ٢٣

yG = yg + yp = c1e
x + c2e

6x + xex(
1

10
x+

9

25
)

باشد. بالا ن غیرهم معادله عموم جواب

را y′′ + a1y
′ + a0y = g(x) ثابت ضرایب با ن غیرهم خط 2 مرتبه معادله کنیم فرض (٣)

در که باشد g(x) = eaxU(x) sin(bx) یا g(x) = eaxU(x) cos(bx) اگر داریم. اختیار در
آنگاه a, b ∈ R و kاست درجه از جمله ای چند U(x) آن

yp = xmeax(R(x) cos(bx) + S(x) sin(bx))

است) ریشه هم a− ib (حتما a+ ib ریشه های تعداد m که است خصوص جواب ی ظاهر
درجه از چندجمله ای دو S(x) ،R(x) همچنین و است t2 + a1t + a0 = 0 شاخص معادله
ریشه a+b اگر و m = 0 آنگاه نباشد شاخص معادله ریشه a+b اگر که شود دقت هستند. k

.m = 1 آنگاه باشد

معادله ی این کنیم. پیدا را y′′ − 4y = 3 cos 5x معادله عموم جواب م خواهیم .٧ . ۶ . ٣ مثال
است. t2+4 = 0 آن شاخص معادله که است ثابت ضرایب با ن غیرهم خط دو مرتبه دیفرانسیل
چون است. yg = c1 cos(2x) + c2 sin(2x) صورت به نظیر ن هم معادله عموم جواب پس
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خصوص جواب ل ش بنابراین ،k = 0 و ندارد 2i ریشه هیچ شاخص معادله و است U(x) = 3
صورت به

yp = r0 cos 5x+ s0 sin 5x

طبق بنابراین .r0 = −1
7

و s0 = 0 که داریم y′′−4y = 3 cos 5x معادله در yp دادن قرار با است.
عموم جواب yG = yg + yp = c1 cos(2x) + c2 sin(2x) − 1

7
cos 5x باید ٣ . ٣ . ٢٣ قضیه
باشد. بالا ن غیرهم معادله

y′′ + 4y = x2 sin 2x معادله خصوص جواب ی (فرم) ل ش فقط م خواهیم .٨ . ۶ . ٣ مثال
معادله که است ثابت ضرایب با ن غیرهم خط دو مرتبه دیفرانسیل معادله ی این بنویسیم. را
2i ریشه ی شاخص معادله و است U(x) = x2 چون است. t2 +4 = 0 صورت به آن شاخص

صورت به خصوص جواب ی ل ش بنابراین ،k = 2 و دارد

yp = x[(r2x
2 + r1x+ r0) cos(2x) + (s2x

2 + s1x+ s0) sin(2x)]

است.

در را y′′ + a1y
′ + a0y = g(x) ثابت ضرایب با ن غیرهم خط دو مرتبه معادله کنیم فرض

شده شناخته صورت به giها از کدام هر که g(x) = g1(x) + ... + gt(x) اگر داریم. اختیار
خصوص جواب و م نویسیم خصوص جواب ی کدام هر برای آنگاه باشند بالا کادرهای در

م باشد. آن ها جمع حاصل نهایی

را y′′ − y′ = x2ex + 4x3 معادله خصوص جواب ی ل ش فقط م خواهیم .٩ . ۶ . ٣ مثال
معادله که است ثابت ضرایب با ن غیرهم خط سه مرتبه دیفرانسیل معادله ی این بنویسیم.
شده شناخته ل های ش صورت به معادله این g(x) اما است. t2 − t = 0 صورت به آن شاخص
ابتدا کنیم. پیدا را خصوص جواب م توانیم g2(x) = 4x3 و g1(x) = x2ex فرض با اما نیست.
ریشه ی شاخص معادله و U(x) = x2 چون م نویسیم. را g1(x) با متناظر خصوص جواب

صورت به خصوص جواب ل ش بنابراین ،k = 2 و دارد a = 1

yp1 = xex(h2x
2 + h1x+ h0)

صفر ریشه ی شاخص معادله چون م نویسیم را g2(x) با متناظر خصوص جواب حال است.
صورت به g2 به مربوط خصوص جواب ل ش بنابراین ،k = 3 و دارد

yp2 = x(l3x
3 + l2x

2 + l1x+ l0)

است. yp = yp1 + yp2 پس است.

در را y′′ + a1y
′ + a0y = g(x) ثابت ضرایب با ن غیرهم خط دو مرتبه معادله کنیم فرض

روابط یا مثلثات فرمول های با اما نیست! مطلوب ل ش به ظاهرا g(x) مواقع برخ داریم. اختیار
یا و مثلثات توان های معمولا م شود. مبدل بالا کادرهای شده شناخته ل ش به ر دی شده دانسته

هستند. اینگونه هذلولوی توابع
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بنویسیم. را y′′+y′ = x sinhx معادله خصوص جواب ی ل ش فقط م خواهیم .١٠ . ۶ . ٣ مثال
به آن شاخص معادله که است ثابت ضرایب با ن غیرهم خط سه مرتبه دیفرانسیل معادله ی این
سوی از نیست. شده شناخته ل های ش صورت به معادله این g(x) اما است. t2 + t = 0 صورت
جواب م توانیم g2(x) = −x e−x

2
و g1(x) = x ex

2
فرض با .sinhx = ex

2
− e−x

2
داریم ر دی

خصوص جواب ل ش م نویسیم. را g1(x) با متناظر خصوص جواب ابتدا کنیم. پیدا را خصوص
صورت به

yp1 = ex(h1x+ h0)

به g2 به مربوط خصوص جواب ل ش م نویسیم. را g2(x) با متناظر خصوص جواب حال است.
صورت

yp2 = xe−x(l1x+ l0)

است. yp = yp1 + yp2 پس است.

y′′−4y′ = 2 sin2(4x)+xe4x معادله خصوص جواب ی فرم فقط م خواهیم .١١ . ۶ . ٣ مثال
معادله که است ثابت ضرایب با ن غیرهم خط دو مرتبه دیفرانسیل معادله ی این بنویسیم. را
شناخته ل های ش صورت به معادله این g(x) اما است. t2 − 4t = 0 صورت به آن شاخص
،g1(x) = − cos(8x) فرض با اما .2 sin2(4x) = 1 − cos(8x) که شود دقت نیست. شده
کنیم. پیدا نامعین ضرایب روش به را خصوص جواب م توانیم g3(x) = xe4x و g2(x) = 1
بنابراین ندارد، 8i ریشه شاخص معادله چون م نویسیم. را g1(x) با متناظر خصوص جواب ابتدا

صورت به خصوص جواب ل ش

yp1 = r0 cos(8x) + s0 sin(8x)

صفر ریشه ی شاخص معادله چون م نویسیم. را g2(x) با متناظر خصوص جواب حال است.
صورت به g2 به مربوط خصوص جواب ل ش بنابراین ،k = 0 و دارد

yp2 = x(h0) = h0x

شاخص معادله ریشه بار ی ۴ چون م نویسیم. را g3(x) با متناظر خصوص جواب آخر در و است.
پس k = 1 و است

yp3 = x(h′
1x+ h′

0) = h′
1x

2 + h′
0x

است. yp = yp1 + yp2 + yp3 بنابراین است.

لاگرانژ روش یا پارامترها تغییر روش
را y′′+ p(x)y′+ q(x)y = 0 معادله از y2 و y1 جواب) (پایه خط مستقل جواب دو کنیم فرض
جواب ی م توان جواب پایه دو این کم با آیا که م رسد ذهن به طبیع سوال داریم. اختیار در
کرد؟ پیدا y′′ + p(x)y′ + q(x)y = g(x) ن هم غیر دیفرانسیل معادله برای yp مانند خصوص
باشیم داشته یعن دهیم، انجام بتوانیم را کاری چنین کنیم فرض بیایید بالا، سوال به پاسخ برای
توقع کم بیایید .y′p = u′

1y1 + u1y
′
1 + u′

2y2 + u2y
′
2 بنابراین .yp = u1(x)y1 + u2(x)y2
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.u′
1y1+u′

2y2 = 0 کنیم فرض و شویم قائل خودمان برای ر دی محدودیت ی و اهیم ب را خودمان
داریم ذاری باجای .y′′p = u1y

′′
1 + u1y

′
1 + u′

2y
′
2 + u2y

′′
2 و yp = u1y

′
1 + u2y

′
2 لذا

u1y
′′
1 + u1y

′
1 + u′

2y
′
2 + u2y

′′
2 + p(x)(u1y

′
1 + u2y

′
2) + q(x)(u1y1 + u2y2)

= g(x)

u1[y
′′
1 + p(x)y′1 + q(x)y1] + u2[y

′′
2 + p(x)y′2 + q(x)y2] + u′

1y
′
1 + u′

2y
′
2 = g(x)

u′
1y

′
1 + u′

2y
′
2 = g(x)

م شود حاصل زیر دستگاه }لذا
u′
1y1 + u′

2y2 = 0

u′
1y

′
1 + u′

2y
′
2 = g(x)

کرامر روش (اگر کرامر روش به دستگاه این حل با و W (y1, y2) ̸= 0 زیرا دارد جواب بالا دستگاه
داریم ببینید) را ۵ فصل ندارید خاطر به را

u′
1 =

det

 0 y2

g(x) y′2


det

y1 y2

y′1 y′2


= −g(x)y2

W (y1,y2)
⇒ u1 =

∫ −y2g(x)
W (y1,y2)

dx

u′
2 =

det

y1 0

y′1 g(x)


det

y1 y2

y′1 y′2


= g(x)y2

W (y1,y2)
⇒ u2 =

∫ y1g(x)
W (y1,y2)

dx

را y′′ + p(x)y′ + q(x)y = g(x) ن غیرهم خط دوم مرتبه دیفرانسیل معادله کنیم فرض
y′′+ p(x)y′+ q(x)y = 0 نظیر ن هم معادله از جواب پایه دو y2 و y1 اگر داریم. اختیار در

آنگاه باشند

yp = y2

∫
y1g(x)

W (y1, y2)
dx− y1

∫
y2g(x)

W (y1, y2)
dx

است. بالا ن غیرهم معادله خصوص جواب
باشد! ١ ضریب این باید کنید، دقت y′′ ضریب به بالا فرمول از استفاده در حتما (١) توجه:

مرتبه خط دیفرانسیل معادلات از خصوص جواب ی کردن پیدا برای فقط روش این از (٢)
شناخته ل های ش صورت به g(x) یا باشند ثابت ضرایب که ندارد لزوم و م شود استفاده دو

است. کارساز دوم مرتبه معادلات برای فقط که است این روش این محدودیت باشد. شده

نمایید. توجه زیر مثال های به
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معادله عموم جواب م خواهیم .١٢ . ۶ . ٣ مثال

xy′′ + (1− 2x)y′ + (x− 1)y = ex x > 0

ابتدا نیست! ثابت ضرایب اما است. ن غیرهم و خط ضرایب با دوم مرتبه معادله کنیم. پیدا را
م کنیم تقسیم x بر را معادله

y′′ +
1− 2x

x
y′ +

x− 1

x
y =

ex

x
.

است xy′′ + (1− 2x)y′ + (x− 1)y = 0 ن هم معادله جواب ی y1 = ex که است واضح
و p(x) = 1−2x

x
داریم حال زده ایم). (حدس

u′ =
1

y21
e
∫
−p(x)dx =

1

e2x
e
∫

2x−1
x

dx =
1

e2x
e2x−lnx =

1

x
⇒ u = ln x.

بنابراین هستند. خط مستقل y2 = uy1 = ex lnx و x که است واضح ،٣ . ٣ . ٢٠ نتیجه کم با
خصوص جواب ی حال است. yg = c1e

x + c2e
x lnx نظیر ن هم معادله عموم جواب

پس چون م گیریم. کم لاگرانژ روش از پس نیست). کارساز نامعین ضرایب (روش داریم نیاز
داریم هستند، جواب پایه y2 = ex lnx و y1 = ex

W (y1, y2) = det

(
ex ex lnx
ex ex lnx+ ex

x

)
=

e2x

x
.

داریم لاگرانژ روش طبق حال

yp = y2

∫
y1g(x)

W (y1, y2)
dx− y1

∫
y2g(x)

W (y1, y2)
dx =

ex lnx

∫
xexex

xe2x
dx− ex

∫
xex lnxex

xe2x
dx = xex lnx− ex(x lnx− x) = xex

است. عموم جواب yG = yg + yp = c1e
x + c2e

x lnx+ xex پس

چون کنیم. پیدا خصوص جواب ی y′′ − 4y′ = e2x معادله برای م خواهیم .١٣ . ۶ . ٣ مثال
پایه y2 = e2x و y1 = 1 پس است t2 − 4t = 0 صورت به نظیر ن هم معادله شاخص معادله

داریم اما هستند. جواب

W (y1, y2) = det

(
1 e2x

0 2e2x

)
= 2e2x.

داریم لاگرانژ روش طبق حال

yp = y2

∫
y1g(x)

W (y1, y2)
dx− y1

∫
y2g(x)

W (y1, y2)
dx =

e2x
∫

e2x

2e2x
dx−

∫
e2xe2x

2e2x
dx =

xe2x

4
− e2x

4
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لاگرانژ روش و نامعین ضرایب روش مواقع برخ در کنید. دقت g(x) تابع به همواره .١۴ . ۶ . ٣ تذکر
ببینید. را ٣ . ٩ . ٢ سوال مثال، نمونه ی برای کرد. استفاده زمان هم م توان را

را y′′ − 4y′ = 2 cos2(4x) + xe4x معادله خصوص جواب ی فرم فقط .١۵ . ۶ . ٣ تمرین
بنویسید.

معادله که است ثابت ضرایب با ن غیرهم خط دو مرتبه دیفرانسیل معادله ی این حل.
شناخته ل های ش صورت به معادله این g(x) اما است. t2 − 4t = 0 صورت به آن شاخص
،g1(x) = cos(8x) فرض با اما .2 cos2(4x) = 1 + cos(8x) که شود دقت نیست. شده
کنیم. پیدا نامعین ضرایب روش به را خصوص جواب م توانیم g3(x) = xe4x و g2(x) = 1
بنابراین ندارد، 8i ریشه شاخص معادله چون م نویسیم. را g1(x) با متناظر خصوص جواب ابتدا

صورت به خصوص جواب ل ش

yp1 = r0 cos(8x) + s0 sin(8x)

صفر ریشه ی شاخص معادله چون م نویسیم. را g2(x) با متناظر خصوص جواب حال است.
صورت به g2 به مربوط خصوص جواب ل ش بنابراین ،k = 0 و دارد

yp2 = x(h0) = h0x

شاخص معادله ریشه بار ی ۴ چون م نویسیم. را g3(x) با متناظر خصوص جواب آخر در و است.
پس k = 1 و است

yp3 = x(h′
1x+ h′

0) = h′
1x

2 + h′
0x

است. yp = yp1 + yp2 + yp3 بنابراین است.

کنید. پیدا را y′′ − x
x−1

y′ + 1
x−1

y = x− 1 معادله عموم جواب .١۶ . ۶ . ٣ تمرین

است واضح نیست! ثابت ضرایب اما است. ن غیرهم و خط ضرایب با دوم مرتبه معادله حل.
چند هر زده ایم، (حدس است y′′ − x

x−1
y′ + 1

x−1
y = 0 ن هم معادله جواب ی y1 = x که

داریم حال است). خط مستقل x با که است ex آن و است زدن حدس قابل نیز ر دی جواب

u′ =
1

y21
e
∫
−p(x)dx =

1

x2
e
∫

x
x−1

dx =
1

x2
ex+ln(x−1) =

x− 1

x2
ex ⇒ u =

ex

x
.

هستند. خط مستقل y2 = uy1 = x ex

x
= ex و x که است واضح ،٣ . ٣ . ٢٠ نتیجه کم با

خصوص جواب ی حال است. yg = c1x + c2e
x نظیر ن هم معادله عموم جواب بنابراین

پس چون م گیریم. کم لاگرانژ روش از پس نیست. کارساز نامعین ضرایب روش اما داریم! نیاز
داریم هستند، جواب پایه y2 = ex و y1 = x

W (y1, y2) = det

(
x ex

1 ex

)
= xex − ex.
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داریم لاگرانژ روش طبق حال

yp = y2

∫
y1g(x)

W (y1, y2)
dx− y1

∫
y2g(x)

W (y1, y2)
dx =

ex
∫

x(x− 1)

xex − ex
dx− x

∫
ex(x− 1)

xex − ex
dx = −x2 + x− 1

است. عموم جواب yG = yg + yp = c1x+ c2e
x − x2 + x− 1 پس

y(0) = 1 شرط با را 2y′′ + y′ = 8 sin(2x) + e−x معادله خصوص جواب .١٧ . ۶ . ٣ تمرین
بیابید. y′(0) = 0 و

معادله که است ثابت ضرایب با ن غیرهم خط دو مرتبه دیفرانسیل معادله ی این حل.
به نظیر ن هم معادله عموم جواب پس است. t2 + 1

2
t = 0 صورت به آن ن هم معادله شاخص

صورت
yg = c1 + c2e

−1
2
x

این g(x) اما ببریم. کار به را نامعین ضرایب روش م توانیم داریم. لازم خصوص جواب حال است.
g2(x) = e−x و g1(x) = sin(2x) فرض با اما نیست. شده شناخته ل های ش صورت به معادله
با متناظر خصوص جواب ابتدا کنیم. پیدا نامعین ضرایب روش به را خصوص جواب م توانیم
جواب ل ش بنابراین ،U(x) = 2 و ندارد 2i ریشه شاخص معادله چون م نویسیم. را g1(x)

صورت به خصوص
yp1 = r0 cos(2x) + s0 sin(2x)

داریم معادله در ذاری جای با است.

r0 =
−4

17
, s0 =

−16

17
.

و ندارد a = −1 ریشه شاخص معادله چون م نویسیم. را g2(x) با متناظر خصوص جواب حال
صورت به g2 به مربوط خصوص جواب ل ش بنابراین ،k = 0

yp2 = xe−x(h0) = h0xe
−x

پس م شود. حاصل h0 = 1 معادله در ذاری جای با است.

yp = yp1 + yp2 =
−4

17
cos(2x)− 16

17
sin(2x) + xe−x

بنابراین است.

yG = yg + yp = c1 + c2e
−1
2
x − 4

17
cos(2x)− 16

17
sin(2x) + xe−x

y′(0) = 0 شرط و 1 = c1 + c2 − 4
17

که م دهد نتیجه y(0) = 1 شرط است. عموم جواب
.c2 = −98

17
و c1 = 6 پس .−1

2
c2 = 1 + 32

17
که م دهد نتیجه
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‐اویلر کش دیفرانسیل معادله ٣ . ٧
م کنیم. معرف را دیفرانسیل معادلات مهمترین از ی اکنون

صورت به n مرتبه خط دیفرانسیل معادله هر به .٣ . ٧ . ١ تعریف

xny(n) + an−1x
(n−1)y(n−1) + ...+ a1xy

′ + a0y = g(x)

یا

(ax+ b)ny(n) + an−1(ax+ b)(n−1)y(n−1) + ...+ a1(ax+ b)y′ + a0y = g(x)

گوییم. ‐اویلر کش معادله

‐اویلر کش x3y′′′ +2x2y′′ − xy′ +2y = 0 سوم مرتبه ن هم دیفرانسیل معادله .٣ . ٧ . ٢ مثال
است.

(x+1)2y′′ +2(x+1)y′ +2y = cos x دوم مرتبه ن هم غیر دیفرانسیل معادله .٣ . ٧ . ٣ مثال
است. ‐اویلر کش

‐ کش معادله عموم جواب اگر که م دانیم کرد؟ حل را ‐اویلر کش معادله م شود ونه چ اما
در عموم جواب باشیم، داشته اختیار در هم خصوص جواب ی و آوریم دست به را ن هم اویلر
آموخته اید که تکنی های همان خصوص جواب داشتن برای قضیه؟). (کدام م گیرد قرار ما دسترس
معادله است! ‐اویلر کش نظیر ن هم معادله عموم جواب داشتن ما اصل معضل است. شا راه
برای م دهیم. شرح ادامه را روش دو این کرد. حل روش دو به م توان را ‐اویلر کش نظیر ن هم
معادله چون رسید. خواهیم جواب به کوتاه تر بسیار چون است نظر مد بیشتر اول، روش حل ما
برای را روش دو هر رو این از دارد، زیادی بسیار اهمیت ما برای دوم مرتبه ‐اویلر کش دیفرانسیل

است). مشابه بالا (مراتب م دهیم قرار بین ذره زیر دوم مرتبه دیفرانسیل معادله

اول روش
ضرایب کنیم، دقت x2y′′ + a1xy

′ + a0y = 0 ن هم ‐اویلر کش دیفرانسیل معادله ل ش به اگر
به (ناصفر) جوابی م تواند معادله که بزنیم حدس م توانیم رو این از هستند! چندجمله ای ل ش به
گذاری جای با شد)! خواهید متوجه زودی به را x > 0 (علت باشد داشته x > 0 که y = xr ل ش

داریم y′′ = r(r − 1)xr−2 و y′ = rxr−1

x2(r(r − 1)xr−2) + a1xrx
r−1 + a0x

r = 0 ⇒ xr(r(r − 1) + a1r + a0) = 0.

دست به ریشه ما به معادله مرتبه تعداد به (چرا؟)که باشد r(r − 1) + a1r + a0 = 0 باید لذا
م دهد: رخ زیر حالت سه ریشه ها برای م دهد.

جواب لذا هستند. پایه جواب دو xr2 و xr1 حالت این در داریم. r2 و r1 متمایز ریشه دو (الف)
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اعداد ریشه نبودن موجود x > 0 انتخاب (علت است yg = c1x
r1 + c2x

r2 صورت به عموم
است). منف

روش کم با و داریم اختیار در را xr جواب ی پس داریم. r1 = r2 = r مضاعف ریشه (ب)
yg = c1x

r+c2x
r lnx صورت به عموم جواب لذا است. پایه جواب ر دی xr lnx مرتبه کاهش

است.
ضرایب اثبات (روش اویلر اتحاد کم با داریم. r2 = u− iv و r1 = u+ iv مختلط ریشه (ج)
است. yg = xu(c1 cos(v lnx)+c2 sin(v lnx)) صورت به عموم جواب آورید) یاد به را ثابت
زیر کادر در را بالا مطالب خلاصه لذا کنیم. زین جای را |x| است کاف x > 0 معضل حل برای

م کنیم. مشاهده
:x2y′′ + a1xy

′ + a0y = 0 ‐اویلر کش عموم جواب یافتن
دیفرانسیل. معادله در |x|r صورت به ناصفر جوابی ذاری جای (١)

آن: ریشه دو یافتن و دوم درجه معادله ی استخراج (٢)
است. yg = c1|x|r1+c2|x|r2 صورت به عموم جواب داریم: r2 و r1 متمایز ریشه دو (الف)

است. yg = c1|x|r+c2|x|rln|x| صورت به عموم جواب داریم: r مضاعف ریشه (ب)
yg = صورت به عموم جواب داریم: r2 = u − iv و r1 = u + iv مختلط ریشه (ج)

است. |x|u(c1 cos(v ln|x|) + c2 sin(v ln|x|))

که است واضح کنیم. پیدا را x2y′′+xy′−y = 0 معادله عموم جواب م خواهیم .۴ . ٣ . ٧ مثال
است. (ناصفر) جواب y = |x|r کنیم فرض است. ن هم دوم مرتبه ‐اویلر کش معادله ی این

داریم ‐اویلر کش معادله در ذاری جای با و y′′ = r(r−1)|x|r
x2 و y′ = r|x|r

x
لذا

x2(
r(r − 1)|x|r

x2
) + x(

r|x|r

x
)− |x|r= 0 ⇒ |x|r(r(r − 1) + r − 1) = 0

است −1 و 1 ریشه دو دارای معادله این (چرا؟). باشد r(r−1)+ r− 1 = r2−1 = 0 باید لذا
است. yg = c1|x|+ c2

|x| صورت به عموم جواب لذا هستند. جواب پایه |x|−1 و |x| وضوح به و

کنیم. پیدا x > 0 برای را x2y′′ + xy′ + y = x3 معادله عموم جواب م خواهیم .۵ . ٣ . ٧ مثال
عموم جواب به احتیاج است. ن هم غیر دوم مرتبه ‐اویلر کش معادله ی این که است واضح

ن هم معادله (ناصفر) جواب y = xr کنیم فرض داریم! خصوص جواب ی و نظیر ن هم معادله
ن هم ‐اویلر کش معادله در ذاری جای با و y′′ = r(r − 1)xr−2 و y′ = rxr−1 لذا نظیراست.

داریم نظیر

x2(r(r − 1)xr−2) + x(rxr−1) + xr = 0 ⇒ xr(r(r − 1) + r + 1) = 0

−i و i مختلط ریشه دو دارای که م آید دست به r(r − 1) + r + 1 = r2 + 1 = 0 معادله لذا
است. yg = c1 cos(lnx)+c2 sin(lnx) صورت به نظیر ن هم معادله عموم جواب پس است.
y1 = cos(ln x) چون کنیم. حل را ‐اویلر کش معادله تا داریم خصوص جواب ی به نیاز حال

داریم لاگرانژ روش کم با هستند، جواب پایه y2 = sin(ln x) و

W (y1, y2) = det

(
cos(lnx) sin(ln x)

−1
x
sin(ln x) 1

x
cos(ln x)

)
=

1

x
.

١٠٠



داریم (g(x) = x) لاگرانژ روش طبق حال

yp = y2

∫
y1g(x)

W (y1, y2)
dx− y1

∫
y2g(x)

W (y1, y2)
dx =

sin(lnx)

∫
x cos(ln x)

1
x

dx− cos(ln x)

∫
x sin(lnx)

1
x

dx =
1

10
x3

(انتگرال ها است عموم جواب yG = yg + yp = c1 cos(ln x) + c2 sin(ln x) +
1
10
x3 پس

است). شده حل جز به جز روش با

را y = |ax + b|r جواب (ax + b)2y′′ + a1(ax + b)y′ + a0y = 0 حل برای .۶ . ٣ . ٧ تذکر
م گیریم. نظر در

کنید. توجه زیر مثال به

برای را (x + 6)2y′′ + 25
3
(x + 6)y′ − 16

3
y = 0 ‐اویلر کش معادله م خواهیم .٣ . ٧ . ٧ مثال

چرا؟). نیست، لازم مطلق (قدر باشد جواب y = (x + 6)r کنیم فرض کنیم. حل x > −6

به دیفرانسیل معادله در y′′ = r(r − 1)(x + 6)r−2 و y′ = r(x + 6)r−1 ذاری جای با پس
yg = عموم جواب لذا است. 2

3
و −8 ریشه دو که م رسیم 3r2 − 22r − 16 = 0 معادله

است. c1(x+ 6)
2
3 + c2(x+ 6)−8

دوم روش

م دهیم قرار یرید. ب نظر در را x2y′′ + a1xy
′ + a0y = g(x) ‐اویلر کش دیفرانسیل معادله

و u = ln|x| پس .|x|= eu

y′ =
dy

dx
=

dy

du

du

dx
=

1

|x|
dy

du

y′′ =
d

dx
(y′) =

d

dx
(
1

|x|
dy

du
) =

1

x2
(
d2y

du2
− dy

du
)

داریم سازی ساده بعد و م کنیم ذاری جای معادله در حال

d2y

du2
+ (a1 − 1)

dy

du
+ a0y = g(eu).

t2 + (a1 − 1)t + a0 = 0 شاخص معادله با ثابت ضرایب با خط آخر معادله که است واضح
دست به نظیر ن هم معادله عموم جواب و شده پیدا ریشه ها شاخص معادله این کم با است.

م کنیم. استفاده نامعیین ضرایب یا لاگرانژ روش از هم خصوص جواب برای م آیند.
آوری جمع زیر کادر در مفید و مختصر صورت به را کردید مشاهد بالا روند در که مطالبی

م کنیم.
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با x2y′′ + a1xy
′ + a0y = g(x) دوم مرتبه ‐اویلر کش معادله شده ثابت ضرایب صورت

:|x|= eu متغیر تغییر

d2y

du2
+ (a1 − 1)

dy

du
+ a0y = g(eu)

t2 + (a1 − 1)t+ a0 = 0 : شاخص معادله
سپس و م کنیم حل را معادله آموخته ایم که حل روش های و شاخص معادله کم با حل: روش

م گردانیم. بر را متغیر تغییر

است واضح کنیم. پیدا را x2y′′ + xy′ − y = 0 معادله عموم جواب م خواهیم .٣ . ٧ . ٨ مثال
صورت به آن شده ثابت ضرایب ل ش است. ن هم دوم مرتبه ‐اویلر کش معادله ی این که

d2y

du2
+ (a1 − 1)

dy

du
+ a0y = g(eu) ⇒ d2y

du2
− y = 0

دارای شاخص معادله است. t2 + (a1 − 1)t + a0 = t2 − 1 = 0 شاخص معادله پس است.
صورت به عموم جواب پس است ریشه دو

yg = c1e
u + c2e

−u = c1e
ln|x| + c2e

− ln|x| = c1|x|+
c2
|x|

است.

است واضح کنیم. پیدا را x2y′′ + xy′ + y = x3 معادله عموم جواب م خواهیم .٣ . ٧ . ٩ مثال
صورت به آن شده ثابت ضرایب ل ش است. ن هم غیر دوم مرتبه ‐اویلر کش معادله ی این که

d2y

du2
+ (a1 − 1)

dy

du
+ a0y = g(eu) ⇒ d2y

du2
+ y = e3u

دارای شاخص معادله است. t2 + (a1 − 1)t + a0 = t2 + 1 = 0 شاخص معادله پس است.
صورت به ن هم معادله عموم جواب پس است. −i و i مختلط ریشه دو

yg = c1 cosu+ c2 sinu = c1 cos(ln|x|) + c2 sin(ln|x|)

معادله چون کنیم. حل را ‐اویلر کش معادله تا داریم خصوص جواب ی به نیاز حال است.
yp = h0e

3u نامعین ضرایب روش به توجه با ندارد، a = 3 ریشه نظیر ن هم معادله شاخص
داریم معادله در ذاری جای با است.

d2y

du2
+ y = e3u ⇒ h0 =

1

10
.

و است yp = 1
10
e3u = 1

10
|x|3 بنابراین

yG = yg + yp = c1 cos(ln|x|) + c2 sin(ln|x|) +
1

10
|x|3

است. عموم جواب
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(ax+ b)2y′′+a1(ax+ b)y′+a0y = g(x) صورت به ‐اویلر کش معادله اگر .٣ . ٧ . ١٠ تذکر
جهت بالا روش از اشتباه، از پرهیز برای و کنید اعمال را |ax+ b|= eu متغیر تغییر باید حتما بود،

نکنید. استفاده حل

(x+ 1)2y′′ + (x+ 1)y′ + y = 2 cos(ln(x+ 1)) عموم جواب م خواهیم .٣ . ٧ . ١١ مثال
متغیر تغییر است. ن غیرهم دوم مرتبه ‐اویلر کش معادله ی این که است واضح کنیم. پیدا را

داریم است، ln|x+ 1|= u چون م کنیم. اعمال را |x+ 1|= eu

y′ =
1

|x+ 1|
dy

du
y′′ =

1

(x+ 1)2
(
d2y

du2
− dy

du
).

شاخص معادله پس است. d2y
du2 +y = 2 cosuصورت به آن شده ثابت ضرایب ل ش ذاری، جای با

ن هم معادله عموم جواب پس است. مختلط ریشه دو دارای شاخص معادله است. t2 +1 = 0
صورت به

yg = c1 cosu+ c2 sinu = c1 cos(ln|x+ 1|) + c2 sin(ln|x+ 1|)

معادله چون کنیم. حل را ‐اویلر کش معادله تا داریم خصوص جواب ی به نیاز حال است.
yp = u(r0 cosu+s0 sinu) نامعین، ضرایب روش به توجه با دارد، i نظیر ن هم معادله شاخص

بنابراین .s0 = 1 و r0 = 0 داریم معادله در ذاری جای با است.

yp = u(r0 cosu+ s0 sinu) = u sinu = ln|x+ 1| sin(ln|x+ 1|)

و است

yG = yg + yp = c1 cos(ln|x+ 1|) + c2 sin(ln|x+ 1|) + sin(ln|x+ 1|) ln|x+ 1|

است. عموم جواب

کنید. پیدا را x2y′′ − xy′ + y = x2 معادله عموم جواب .٣ . ٧ . ١٢ تمرین

کنیم فرض است. ن هم غیر دوم مرتبه ‐اویلر کش معادله ی این که است واضح حل.
معادله در ذاری جای با و y′′ = r(r−1)|x|r

x2 و y′ = r|x|r
x

لذا است. (ناصفر) جواب y = |x|r
داریم ‐اویلر کش

x2(
r(r − 1)|x|r

x2
)− x(

r|x|r

x
) + |x|r= 0 ⇒ |x|r(r(r − 1)− r + 1) = 0

است مضاعف1 ریشه دارای معادله این (چرا؟). باشد r(r−1)−r+1 = r2−2r+1 = 0 باید لذا
yg = c1|x|+c2|x|ln|x|صورت به عموم جواب بنابراین هستند. جواب پایه |x|ln|x| و |x| لذا و
م توانیم کلیت از شدن کم بدون م کنیم. پیدا لاگرانژ روش کم با را خصوص جواب حال است.

داریم (چرا؟)، هستند جواب پایه y2 = x lnx و y1 = x که کنیم فرض

W (y1, y2) = det

(
x x lnx
1 ln x+ 1

)
= x.
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داریم (g(x) = 1) لاگرانژ روش طبق حال

yp = y2

∫
y1g(x)

W (y1, y2)
dx− y1

∫
y2g(x)

W (y1, y2)
dx =

x lnx

∫
x

x
dx− x

∫
x lnx

x
dx = x2

است. عموم جواب yG = yg + yp = (c1 + c2 ln|x|)|x|+x2 پس

فصل کل تمرین های ٣ . ٨

شش مرتبه خط معادله ی و ن هم شش مرتبه خط دیفرانسیل معادله ی .٣ . ٨ . ١ تمرین
بزنید. مثال ن غیرهم

بزنید. مثال سه مرتبه خط غیر دیفرانسیل معادله .٣ . ٨ . ٢ تمرین

کنید. پیدا را yy′′ − (y′)2 = 0 معادله عموم جواب .٣ . ٨ . ٣ تمرین

.(y و x فاقد خط (غیر کنید پیدا را y′′ − e−y′ = 0 معادله عموم جواب .۴ . ٣ . ٨ تمرین

خط دیفرانسیل معادله از خصوص جواب سه y1+y2 و y2 ،y1 اگر که دهید نشان .۵ . ٣ . ٨ تمرین
است. ن هم معادله آنگاه باشد y′′ + f1(x)y

′ + f0(x)y = g(x)

هستند. خط مستقل R روی e−x و ex توابع که دهید نشان .۶ . ٣ . ٨ تمرین

است. y′′ − 3y′ = 0 برای جواب پایه ی 1 و e3x که دهید نشان .٣ . ٨ . ٧ تمرین

باشند. آن جواب های ex و 1 توابع که بنویسید دیفرانسیل معادله ی .٣ . ٨ . ٨ تمرین

باشند. آن جواب های xex و ex توابع که بنویسید دیفرانسیل معادله ی .٣ . ٨ . ٩ تمرین

کنید. پیدا را y′′ − 9y′ = 0 دیفرانسیل معادله عموم جواب .٣ . ٨ . ١٠ تمرین

کنید. پیدا را x3y′′ − x2y′ + xy = 0 معادله عموم جواب .٣ . ٨ . ١١ تمرین

بیابید. را y′′ + 4y′ + 4y = ex معادله عموم جواب .٣ . ٨ . ١٢ تمرین

بنویسید. را y′′′ − 4y′′ + y′ − 4y = e4x معادله عموم جواب ی فرم فقط .٣ . ٨ . ١٣ تمرین

بنویسید. را y′′ − 4y′ = 2 cos2(4x) + xe4x معادله عموم جواب .١۴ . ٣ . ٨ تمرین

کنید. پیدا را x2y′′ − 2xy′ + 2y = ln2 x− lnx2 معادله عموم جواب .١۵ . ٣ . ٨ تمرین

بنویسید. را x2y′′ + 3xy′ + 4y = 0 معادله عموم جواب .١۶ . ٣ . ٨ تمرین

بنویسید. را 3(x+ 6)2y′′ + 25 (x+ 6) y′ − 16y = 0 معادله عموم جواب .٣ . ٨ . ١٧ تمرین

بنویسید. را y′′ − 4xy′ + 4x2y = xex
2 معادله عموم جواب .٣ . ٨ . ١٨ تمرین
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تشریح امتحان سوالات نمونه ٣ . ٩
کنید. پیدا را زیر معادله عموم جواب t > 0 برای اصفهان) صنعت ترم (میان .٣ . ٩ . ١ سوال

t2y′′ − 3ty′ + 5y = 0

y = tr کنیم فرض است. ن هم دوم مرتبه ‐اویلر کش معادله ی این که است واضح پاسخ.
به داریم دیفرانسیل معادله در y′′ = r(r − 1)tr−2 و y′ = rtr−1 ذاری جای با باشد. جواب

صورت

t2(r(r − 1)tr−2)− 3trtr−1 + 5tr = 0 ⇒ tr(r(r − 1)− 3r + 5) = 0

به عموم جواب پس است 2 − i و 2 + i مختلط ریشه دو دارای r2 − 4r + 5 = 0 لذا است.
است. yg = t2(c1 cos ln t+ c2 sin ln t) صورت

کنید. پیدا را زیر معادله عموم جواب کبیر) امیر صنعت ترم (میان .٣ . ٩ . ٢ سوال

y′′ − 2y′ + y = x−1ex + sinx

معادله که است ثابت ضرایب با ن غیرهم خط دو مرتبه دیفرانسیل معادله ی این پاسخ.
ن هم معادله عموم جواب پس است. t2 − 2t + 1 = 0 صورت به آن ن هم معادله شاخص

صورت به نظیر
yg = (c1 + c2x)e

x

شده شناخته ل های ش صورت به معادله این g(x) اما داریم. لازم خصوص جواب حال است.
کنیم. پیدا را خصوص جواب م توانیم g2(x) = sin x و g1(x) = x−1ex فرض با اما نیست.
روش در شده شناخته توابع ل ش به g1(x) چون م نویسیم. را g1(x) با متناظر خصوص جواب ابتدا
y2 = xex و y1 = ex که است واضح م گیریم. کم لاگرانژ روش از نیست، نامعین ضرایب

داریم اما هستند. جواب پایه

W (y1, y2) = det

(
ex xex

ex ex + xex

)
= e2x.

داریم لاگرانژ روش طبق حال

yp1 = y2

∫
y1g(x)

W (y1, y2)
dx− y1

∫
y2g(x)

W (y1, y2)
dx =

xex
∫

exx−1ex

e2x
dx− ex

∫
xexx−1ex

e2x
dx = xex lnx− xex

،k = 0 و ندارد i ریشه شاخص معادله چون م نویسیم. را g2(x) با متناظر خصوص جواب حال
صورت به نامعین ضرایب روش به g2 به مربوط خصوص جواب ل ش بنابراین

yp2 = r0 cos x+ s0 sinx
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پس م شود. حاصل s0 = 0 و r0 = 1
2

معادله در ذاری جای با است.

yp = yp1 + yp2 = x2 + x+
1

2
cos x

بنابراین است.

yG = yg + yp = (c1 + c2x)e
x + xex lnx− xex +

1

2
cos x

است. عموم جواب

روش به را زیر معادله خصوص جواب ی فرم فقط اصفهان) صنعت ترم (میان .٣ . ٩ . ٣ سوال
نیست). لازم ضرایب (محاسبه بنویسید نامعین ضرایب

y′′ + 2y′ + 5y = 3xe−x cos2 x+ 4

معادله که است ثابت ضرایب با ن غیرهم خط دو مرتبه دیفرانسیل معادله ی این پاسخ.
اما دارد. −1− 2i و −1+ 2i مختلط ریشه دو که است t2 +2t+5 = 0 صورت به آن شاخص
اما .cos2 x = 1+cos(2x)

2
که شود دقت نیست. شده شناخته ل های ش صورت به معادله این g(x)

خصوص جواب م توانیم g3(x) = 4 و g2(x) = 3
2
xe−x ،g1(x) = 3

2
xe−x cos(2x) فرض با

چون م نویسیم. را g1(x) با متناظر خصوص جواب ابتدا کنیم. پیدا نامعین ضرایب روش به را
صورت به خصوص جواب ل ش بنابراین ،k = 1 و دارد −1 + 2i ریشه شاخص معادله

yp1 = xe−x[(r0 + r1x) cos(2x) + (s0 + s1x) sin(2x)]

a = −1 ریشه شاخص معادله چون م نویسیم. را g2(x) با متناظر خصوص جواب حال است.
صورت به g2 به مربوط خصوص جواب ل ش بنابراین ،k = 1 و ندارد

yp2 = (h0 + h1x)e
−x

ندارد صفر ریشه شاخص معادله م نویسیم. را g3(x) با متناظر خصوص جواب آخر در و است.
است. yp = yp1 + yp2 + yp3 بنابراین است. yp3 = l0 پس k = 0 و

کنید. پیدا را زیر معادله عموم جواب اصفهان) صنعت ترم (میان .۴ . ٣ . ٩ سوال

xy′′ − (x+ 1)y′ + y = x2ex

واضح م کنیم. بازنویس y′′− (1+ 1
x
)y′+ 1

x
y = 0 صورت به را نظیر ن هم معادله پاسخ.

داریم حال زده ایم). (حدس است جواب ی y1 = ex که است

u′ =
1

y21
e
∫
−p(x)dx =

1

(ex)2
e
∫
(1+ 1

x
)dx =

1

e2x
ex+lnx = xe−x

⇒ u = −(x+ 1)e−x.
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و ex که است واضح ،٣ . ٣ . ٢٠ نتیجه کم با است. جز به جز آخر گیری انتگرال

y2 = uy1 = −(x+ 1)e−xex = −x− 1

است. نظیر ن هم معادله عموم جواب yg = c1e
x+ c2(−x−1) بنابراین هستند. خط مستقل

ثابت ضرایب معادله و است g(x) = x2ex

x
= xex چون داریم. نیاز خصوص جواب ی به اکنون

جواب پایه y2 = −x − 1 و y1 = ex که است واضح م گیریم. کم لاگرانژ روش از نیست،
داریم اما هستند.

W (y1, y2) = det

(
ex −x− 1
ex −1

)
= xex.

داریم لاگرانژ روش طبق حال

yp = y2

∫
y1g(x)

W (y1, y2)
dx− y1

∫
y2g(x)

W (y1, y2)
dx =

(−x− 1)

∫
exxex

xex
dx− ex

∫
(−x− 1)xex

xex
dx =

1

2
x2ex − ex

بنابراین
yG = yg + yp = c1e

x + c2(−x− 1) +
1

2
x2ex − ex

است. عموم جواب

ضرایب روش به را زیر معادله خصوص جواب فرم فقط کبیر) امیر صنعت ترم (میان .۵ . ٣ . ٩ سوال
نیست). لازم ضرایب (محاسبه بنویسید نامعین

y′′ + 2y′ + 5y = 2e−x sin2 x

معادله که است ثابت ضرایب با ن غیرهم خط دو مرتبه دیفرانسیل معادله ی این پاسخ.
اما دارد. −1− 2i و −1+ 2i مختلط ریشه دو که است t2 +2t+5 = 0 صورت به آن شاخص
.2 sin2 x = 1−cos(2x) که شود دقت نیست. شده شناخته ل های ش صورت به معادله این g(x)
ضرایب روش به را خصوص جواب م توانیم g2(x) = e−x cos(2x) ،g1(x) = e−x فرض با اما
ریشه شاخص معادله چون م نویسیم. را g1(x) با متناظر خصوص جواب ابتدا کنیم. پیدا نامعین

صورت به g1 به مربوط خصوص جواب ل ش بنابراین ،k = 0 و ندارد a = −1

yp1 = h0e
−x

−1 + 2i ریشه شاخص معادله چون م نویسیم. را g2(x) با متناظر خصوص جواب حال است.
صورت به خصوص جواب ل ش بنابراین ،k = 0 و دارد

yp2 = e−x[r0 cos(2x) + s0 sin(2x)]

است. yp = yp1 + yp2 آخر در و است.
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کنید. پیدا را زیر معادله عموم جواب اصفهان) صنعت ترم (میان .۶ . ٣ . ٩ سوال

x2y′′ − xy′ + y = x(lnx)91

ثابت ضرایب ل ش است. ن هم دوم مرتبه ‐اویلر کش معادله ی این که است واضح پاسخ.
و u = ln|x| متغیر تغییر با شده

y′ =
dy

dx
=

dy

du

du

dx
=

1

|x|
dy

du

y′′ =
d

dx
(y′) =

d

dx
(
1

|x|
dy

du
) =

1

x2
(
d2y

du2
− dy

du
)

صورت به

d2y

du2
+ (a1 − 1)

dy

du
+ a0y = g(eu) ⇒ d2y

du2
− 2

dy

du
+ y = u91eu

شاخص معادله پس است.

t2 + (a1 − 1)t+ a0 = t2 − 2t+ 1 = 0

صورت به ن هم معادله عموم جواب پس است مضاعف ریشه دارای شاخص معادله است.

yg = (c1 + c2u)e
u = (c1 + c2 ln|x|)|x|

روش در شده شناخته توابع ل ش به g(u) چون داریم. نیاز خصوص جواب ی به حال است.
y2 = ueu و y1 = eu که است واضح م گیریم. کم لاگرانژ روش از نیست، نامعین ضرایب

داریم اما هستند. جواب پایه

W (y1, y2) = det

(
eu ueu

eu eu + ueu

)
= e2u.

داریم دهید) انجام را محاسبات (خودتان لاگرانژ روش طبق حال

yp = −euu93(
1

93
− 1

92
) = |x|(ln|x|)93( 1

92
− 1

93
)

بنابراین
yG = yg + yp = (c1 + c2 ln|x|)|x|+|x|(lnx)93( 1

92
− 1

93
)

است. عموم جواب

را xy′′ − (x+ 1)y′ + y = 0 معادله عموم جواب کبیر) امیر صنعت ترم (میان .٣ . ٩ . ٧ سوال
کنید. پیدا
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صورت به را معادله ابتدا پاسخ.

y′′ − x+ 1

x
y′ +

1

x
y = 0

داریم حال ایم!). زده (حدس دارد y1 = ex صورت به جواب ی معادله م نویسیم.

u′ =
1

y21
e
∫
−p(x)dx =

1

e2x
e
∫

x+1
x

dx =
1

e2x
ex+lnx = xe−x ⇒ u = −(x+ 1)e−x.

بنابراین هستند. خط مستقل y2 = uy1 = −x−1 و ex که است واضح ،٣ . ٣ . ٢٠ نتیجه کم با
است. yg = c1e

x − c2(−x− 1) عموم جواب

معادله عموم جواب تغییر) کم با کبیر امیر صنعت ترم (میان .٣ . ٩ . ٨ سوال

(x+ 1)y′′ − (3x+ 4)y′ + 3y = 0

کنید. پیدا را

صورت به را معادله ابتدا پاسخ.

y′′ − 3x+ 4

x+ 1
y′ +

3

x+ 1
y = 0

داریم حال ایم!). زده (حدس دارد y1 = e3x صورت به جواب ی معادله م نویسیم.

u′ =
1

y21
e
∫
−p(x)dx =

1

e6x
e
∫

3x+4
x+1

dx =
1

e6x
e3x+ln(x+1) = (x+ 1)e−3x

⇒ u = −(3x+ 4)e−3x

9
.

بنابراین هستند. خط مستقل y2 = uy1 = −3x+4
9

و e3x که است واضح ،٣ . ٣ . ٢٠ نتیجه کم با
است. yg = c1e

3x − c2(
3x+4
9

) عموم جواب

تست  سوالات نمونه ٣ . ١٠
کدام به x = 1

t
متغیر تغییر با x4y′′ + 2x3y′ = 4 دیفرانسل معادله (٨٣ معدن (سراسری .١

م شود بیان صورت
y′′ − y′ = 4(٢) y′′ = 4 (١)
y′′ + ty′ = 4 (۴) ty′′ + y′ = 4 (٣)

و y(0) = 1 اولیه مقدار با y′′ + 4y′ + 5y = 0 معادله جواب (٨۵ عمران (سراسری .٢
است کدام y′(0) = 0

y = e−2x cos x+2e−2x sin x(٢) y = e−x cos x+ e−2x sinx (١)
y = e−2x cos x+ e6−x sin x (۴) y = e−2x cos x+3e6−2x sinx (٣)
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جواب های مجموعه دهنده یل تش e2x و ex توابع که دیفرانسیل معادله (٨۵ عمران (سراسری .٣
است کدام باشد، آن پایه

y′′ + 3y′ − 2y = 0(٢) y′′ + 2y = 0 (١)
2y′′ + y′ − y = 0 (۴) y′′ − 3y′ + 2y = 0 (٣)

از است عبارت {t, t− 3, 2t+ 5} ین رونس (٧٩ عمران (سراسری .۴
−1 (۴) 5 (٣) 2 (٢) 0 (١)

است کدام x2y′′ + xy′ − 4y = 0 معادله جواب (٨۴ نفت (سراسری .۵
y = c1e

2x + c1
x2 (٢) y = c1x

−1 + c2
x4 (١)

y = c1x+ c2x
4 (۴) y = c1x

2 + c2
x2 (٣)

اولیه شرایط با x2y′′ − 3xy′ + 4y = 0 دیفرانسیل معادله جواب (٨۴ برق (سراسری .۶
است برابر گزینه کدام با y(1) = 1 و y′(1) = 1

(1− lnx)x(٢) x3 + x2 (١)
(1− lnx)x2 (۴) (1 + ln x)x2 (٣)

است کدام (x+ 2) d
2y

dx2 − (x+ 2) dy
dx

+ y = 0 معادله جواب (٧٩ نساج (سراسری .٧
y = (x+ 2)(c1 + c2e

x+2)(٢) y = x(c1 + c2 lnx) (١)
y = (x+ 2)(c1 + c2 ln(x+ 2)) (۴) y = ex+2(c1 + c2x) (٣)

با است برابر y′′ + y = secx معادله خصوص جواب (٧٩ هسته ای (سراسری .٨
ln|cos x|(sinx+ x cos x)(٢) x sin x+ cos x ln|cos x| (١)

x cos x− ln|sinx| (۴) tan−1 cos x+ x sin x (٣)

است کدام y′′ + (y′)2 = 0 دیفرانسیل معادله جواب (٨٢ هسته ای (سراسری .٩
ln(ax+ b) (۴) sinh(ax+ b) (٣) 1√

ax+b
(٢) aex + b (١)

باشد (x2−1)y′′−2xy′+2y = 0 معادله جواب ی y = x اگر (٨٣ عمران (سراسری .١٠
است کدام معادله عموم جواب

c1x+ c2(x
2 + 1)(٢) c1x

3 + c2x (١)
c1 cos x+ c2 tanx (۴) c1 lnx+ c2

1
x

(٣)

از است عبارت (y′)2 + yy′′ = 0 دیفرانسیل معادله ثابت غیر پاسخ (٨٢ برق (سراسری .١١
y2 = Ax+B(٢) 1

y
= Ax2 +B (١)

y2 = A
x
+B (۴) y = Ax2 +B (٣)

کدام به y′′ − 2
x
y′ + (1 + 2

x2 )y = xex معادله عموم جواب (٨١ انی م (سراسری .١٢
است صورت

y = xe
1
2
x(c1 cos x+ c2 sin x) (١)

y = x2ex(c1 cos x+ c2 sin x) (٢)
y = x2ex + c1 cosx+ c2 sin x (٣)

y = x(1
2
ex + c1 cos x+ c2 sin x) (۴)
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۴ فصل

لاپلاس تبدیلات

جواب اگر که شد مشاهده و شدید آشنا خط دیفرانسیل معادلات حل روش با قبل فصل های در
دهیم. قرار شده داده اولیه شرایط تحت را عموم جواب باید آنگاه باشد، نظر مد خاص خصوص
در دارد. وجود محاسبات در خطا احتمال و است بر زمان خط دیفرانسیل معادلات حل روش این
به که م دهیم آموزش را اولیه شرایط با خط دیفرانسیل معادلات حل برای کارا روش فصل این
مد خصوص جواب همان به مستقیما که است این روش این جالبی است. معروف لاپلاس روش

م یابیم. دست نظر

گاما تابع ١ . ۴

لاپلاس در مهم نقش تابع این م کنیم. آشنا است، معروف گاما نام به که تابع ی با را شما ابتدا در
دارد. بسل دیفرانسیل معادله و

صورت به α گامای تابع صورت این در باشد. حقیق عدد ی α کنیم فرض .١ . ١ . ۴ تعریف
م دهیم. نشان Γ(α) با و م شود تعریف

∫∞
0

xα−1e−xdx

داریم .١ . ٢ . ۴ مثال

Γ(1) =

∫ ∞

0

x1−1e−xdx =

∫ ∞

0

e−xdx = 1.

محاسبه که م دهد نشان زیر لم نیست! آسان کار اصلا مختلف مقادیر برای گاما تابع محاسبه
را تابع این محاسبه اما کنید). دنبال را زیر (مثال های داریم لازم α ∈ [1, 2) برای فقط را گاما تابع

کنید. پیدا جدول صورت به معتبر منابع در م توانید α ∈ [1, 2) مختلف مقادیر برای
.Γ(α + 1) = αΓ(α) داریم همواره .١ . ٣ . ۴ لم
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جز روش از باشد. u = xα کنیم فرض .Γ(α+ 1) =
∫∞
0

xαe−xdx داریم تعریف طبق اثبات.
بنابراین .dv = e−xdx و du = αxα−1dx پس م گیریم. کم جز به

Γ(α + 1) =

∫ ∞

0

xαe−xdx =
[
−xαe−x

]∞
0
+ α

∫ ∞

0

xα−1e−xdx =

0 + α

∫ ∞

0

xα−1e−xdx = αΓ(α)

است. کامل اثبات و

.Γ(n) = (n− 1)! داریم n طبیع عدد برای .۴ . ١ . ۴ نتیجه

داریم ١ . ٣ . ۴ لم کم با اثبات.

Γ(n) = Γ(n− 1 + 1) = (n− 1)Γ(n− 1) =

(n− 1)Γ(n− 2 + 1) = (n− 1)(n− 2)Γ(n− 2) = ... =

(n− 1)(n− 2)(n− 3)...2Γ(1) = (n− 1)!

است. کامل اثبات و

تعمیم گاما که م دهد نشان نتیجه این حقیقت در م دهد. را زیر تعریف انگیزه بالا نتیجه
است! فاکتوریل

.Γ(α + 1) = α! م کنیم تعریف α هر برای .۵ . ١ . ۴ تعریف

داریم .۶ . ١ . ۴ مثال
0!= Γ(0 + 1) = Γ(1) = 1.

داریم .١ . ٧ . ۴ مثال

2.1!= Γ(2.1 + 1) = (2.1)Γ(2.1) = (2.1)Γ(1.1 + 1) =

(2.1)(1.1)Γ(1.1)

حساب منابع در اعشار رقم چندین تا مقادیری چنین که کنیم حساب را Γ(1.1) فقط باید پس
شده اند.

داریم .١ . ٨ . ۴ مثال

3.4!= Γ(3.4 + 1) = (3.4)Γ(3.4) =

(3.4)Γ(2.4 + 1) = (3.4)(2.4)Γ(2.4) = (3.4)(2.4)(1.4)Γ(1.4)

حساب منابع در اعشار رقم چندین تا مقادیری چنین که کنیم حساب را Γ(1.4) فقط باید پس
شده اند.
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داریم کنیم. حساب را (−1 · 6)! م خواهیم .١ . ٩ . ۴ مثال

(−1.6)!= Γ(−0.6) =
(−0.6)Γ(−0.6)

(−0.6)
=

Γ(0.4)

(−0.6)
=

(0.4)Γ(0.4)

(0.4)(−0.6)
=

Γ(1.4)

(0.4)(−0.6)
.

حساب منابع در اعشار رقم چندین تا مقادیری چنین که کنیم حساب را Γ(1 · 4) فقط باید پس
شده اند.

داریم کنیم. حساب را (−1)! م خواهیم .١ . ١٠ . ۴ مثال

1 = 0!= Γ(1) = Γ(0 + 1) = 0Γ(0) = 0× (−1)! ⇒ (−1)!= ∞.

(چرا؟). است بینهایت برابر منف صحیح اعداد فاکتوریل .١ . ١١ . ۴ تذکر

بسپارید!). خاطر به را آن عمر آخر تا (سپس کنید حساب را Γ(1
2
) مقدار .١ . ١٢ . ۴ تمرین

داریم تعریف طبق حل.

Γ(
1

2
) =

∫ ∞

0

x
1
2
−1e−xdx =

∫ ∞

0

x− 1
2 e−xdx.

روش های از حال .Γ(1
2
) = 2

∫∞
0

e−u2
du داریم بنابراین .dx = 2udu داریم x = u2 فرض با

پس .T =
∫∞
0

e−u2
du کنیم فرض م کنیم. استفاده دو عموم ریاض گیری انتگرال تکنی

T 2 = (

∫ ∞

0

e−u2

du)2 = (

∫ ∞

0

e−u2

du)(

∫ ∞

0

e−u2

du) =

(

∫ ∞

0

e−u2

du)(

∫ ∞

0

e−v2dv) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(u2+v2)dudv =∫ π
2

0

∫ ∞

0

e−r2rdrdθ =
π

4
.

داریم حال .T =
√
π
2

بنابراین

Γ(
1

2
) = 2

∫ ∞

0

e−u2

du = 2T =
√
π.

کنید. حساب را
∫∞
0

x
3
2 e−4xdx انتگرال مقدار .١ . ١٣ . ۴ تمرین

پس باشد. 4x = u کنیم فرض ∫حل. ∞

0

x
3
2 e−4xdx =

∫ ∞

0

(
u

4
)
3
2 e−udu

4
=

1

32

∫ ∞

0

u
3
2 e−udu =

Γ(5
2
)

32
=

3
2
× 1

2
× Γ(1

2
)

32
=

3
√
π

128
.
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لاپلاس تبدیل ٢ . ۴
م کنیم. آغاز را کار زیر تعریف با

به صورت این در باشد. شده تعریف [0,∞) بازه روی f(t) تابع کنیم فرض .٢ . ١ . ۴ ∫تعریف ∞

0

e−stf(t)dt = lim
b→∞

∫ b

0

e−stf(t)dt s > 0

L(f(t)) Fیا (s) با را آن و باشد را هم بالا انتگرال که آن شرط به گوییم f(t) تابع لاپلاس تبدیل
م دهیم. نشان

داریم تعریف طبق کنیم. حساب را f(t) = 2 تابع لاپلاس م خواهیم .٢ . ٢ . ۴ مثال

F (s) =

∫ ∞

0

e−stf(t)dt = lim
b→∞

∫ b

0

e−stf(t)dt = lim
b→∞

∫ b

0

2e−stdt =

lim
b→∞

[
−2

s
e−st

]b
0

= lim
b→∞

[
−2

s
e−sb +

2

s

]
=

2

s
.

.L(a) = a
s

داریم a حقیق عدد برای مشابه کاملا صورت به بنابراین

گیری انتگرال (برای تعریف طبق کنیم. حساب را f(t) = t تابع لاپلاس م خواهیم .٢ . ٣ . ۴ مثال
داریم است) شده استفاده هوپیتال روش از حد محاسبه برای و جزبه جز

F (s) =

∫ ∞

0

e−stf(t)dt = lim
b→∞

∫ b

0

e−stf(t)dt = lim
b→∞

∫ b

0

te−stdt =

lim
b→∞

[
−(st+ 1)e−st

s2

]b
0

= lim
b→∞

[
−(sb+ 1)e−sb

s2
+

1

s2

]
=

1

s2
.

داریم تعریف طبق .a ∈ C که کنیم حساب را f(t) = eat تابع لاپلاس م خواهیم .۴ . ٢ . ۴ مثال

F (s) =

∫ ∞

0

e−stf(t)dt = lim
b→∞

∫ b

0

e−stf(t)dt = lim
b→∞

∫ b

0

e−steatdt =

lim
b→∞

[
1

a− s
e(a−s)t

]b
0

= lim
b→∞

[
1

a− s
e(1−s)b − 1

a− s

]
=

1

s− a
.

انتگرال (برای تعریف طبق کنیم. حساب را f(t) = sin t تابع لاپلاس م خواهیم .۵ . ٢ . ۴ مثال
داریم است) شده استفاده جزبه جز گیری

F (s) =

∫ ∞

0

(sin t)e−stdt =

[
−e−st(s sin(t) + cos(t))

s2 + 1

]∞
0

=
1

s2 + 1
.

.L(cos t) = s
s2+1

مشابه روش به
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داریم تعریف طبق کنیم. حساب α > −1 که را f(t) = tα تابع لاپلاس م خواهیم .۶ . ٢ . ۴ مثال

F (s) =

∫ ∞

0

e−stf(t)dt =

∫ ∞

0

tαe−stdt.

بنابراین .sdt = du داریم st = u فرض ∫با ∞

0

tαe−stdt =

∫ ∞

0

(
u

s
)αe−udu

s
=

∫∞
0

uαe−udt

sα+1
=

Γ(α+ 1)

sα+1
=

α!

sα+1
.

م دهیم، نمایش G(s) با را g(t) تابع لاپلاس و F (s) با را f(t) تابع لاپلاس معمولا .٢ . ٧ . ۴ تذکر
از معمولا ،f(t) + g(t) مثلا نیست مشخص دقیقا تابع که وقت تابع! نظیر بزرگ حرف با یعن

م کنیم. استفاده L نماد
م شود. محاسبه لاپلاس تعریف کم با ضابطه ایی چند توابع لاپلاس .٢ . ٨ . ۴ تذکر

تابع لاپلاس تبدیل م خواهیم .٢ . ٩ . ۴ مثال

f(t) =

{
sin(3t) 0 ≤ t < π

3 π < t

است) شده استفاده جزبه جز گیری (انتگرال داریم تعریف طبق کنیم. حساب را

F (s) =

∫ ∞

0

f(t)e−stdt =

∫ π

0

sin(3t)e−stdt+

∫ ∞

π

3e−stdt =[
−e−st(s sin(3t) + 3 cos(3t))

s2 + 9

]π
0

+

[
3e−st

s

]∞
π

=
3

s2 + 9
(e−πs + 1) +

3e−πs

s
.

و جمع به نسبت که توابع گوییم! لاپلاس تبدیل لاپلاس، به چرا که م دهد نشان زیر قضیه
بدانید که است لازم هستند. معروف ر) (عمل تبدیل به م دهند نشان خود از خوبی رفتار ضرب
آن برد و توابع مجموعه از زیرمجموعه ای آن دامنه که است تابع ی نیز انتگرال) (مشتق، لاپلاس
و م کند دریافت تابع ی انتگرال) (مشتق، لاپلاس حقیقت در است. توابع از زیرمجموعه ی نیز

م دهد! تحویل ر دی تابع عملیات سری ی با
هر برای صورت این در باشند. لاپلاس دارای g(t) و f(t) تابع دو کنیم فرض .٢ . ١٠ . ۴ قضیه

داریم c مختلط) (یا حقیق عدد

L(cf(t) + g(t)) = cL(f(t)) + L(g(t)).

داریم اثبات.

L(cf(t) + g(t)) =

∫ ∞

0

e−st(cf(t) + g(t))dt =

∫ ∞

0

e−stcf(t)dt+∫ ∞

0

e−stg(t)dt = c

∫ ∞

0

e−stf(t)dt+

∫ ∞

0

e−stg(t)dt = cL(f(t)) + L(g(t))

است. کامل اثبات و
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مثال های و بالا قضیه طبق کنیم. حساب را f(t) = 3t+2 تابع لاپلاس م خواهیم .٢ . ١١ . ۴ مثال
داریم بالا

L(3t+ 2) = 3L(t) + L(2) = 3

s2
+

2

s
=

3 + 2s

s2
.

مثال های و بالا قضیه طبق کنیم. حساب را f(t) = sinh t تابع لاپلاس م خواهیم .٢ . ١٢ . ۴ مثال
داریم بالا

L(sinh t) = L(e
t − e−t

2
) =

L(et)− L(e−t)

2
=

1

2
[

1

s− 1
− 1

s+ 1
] =

1

s2 − 1
.

.L(cosh t) = s
s2−1

مشابه روش به

اینگونه که وییم ب باید اما دارند. لاپلاس تبدیل توابع همه که شود ایجاد تصور این است ن مم
را هم ناسره انتگرال های همه لزوما کرده اید مشاهده عموم ریاض درس در که هماطور نیست.
را هم است ن مم است ناسره گیری انتگرال ی نوع به لاپلاس تبدیل که آنجایی از و نیستند

کنید. دقت زیر مثال به نشود.

تابع اما .F (s) =
∫∞
0

e−st

t
dt داریم زیرا ندارد. لاپلاس تبدیل f(t) = 1

t
تابع .٢ . ١٣ . ۴ مثال

[0, 1] بازه روی طرف از .
∫∞
0

e−st

t
dt ≥

∫ 1

0
e−st

t
dt داریم پس است مثبت [0,∞) بازه روی e−st

t

بنابراین .e−st ≥ e−s نتیجه در .s > 0 زیرا است est ≤ es که است ∫واضح 1

0

e−st

t
dt ≥

∫ 1

0

e−s

t
dt = e−s

∫ 1

0

1

t
dt.

ندارد. وجود نیز لاپلاس پس (چرا؟). نیست حقیق عدد ی راست سمت انتگرال اما

از استفاده بدون توابع چه که م کند ایجاد ذهن در را سوال این طبیع صورت به بالا مثال
سوال این به ادامه در باشد. داشته لاپلاس تبدیل م تواند ناسره، انتگرال با شدن درگیر و تعریف

م دهیم. پاسخ
هر برای اگر گوییم قطعه ای پیوسته [a,∞) باز بازه روی را f(t) تابع گوییم .١۴ . ٢ . ۴ تعریف
پیوسته بازه، داخل نقاط از متناه تعداد در جز [a, b) بازه روی f(t) تابع ،b ≥ a حقیق عدد

باشد. حقیق عدد راست و چپ حد ناپیوستگ نقاط در و باشد

ندارد! ناپیوستگ نقطه اصلا زیرا است. پیوسته قطعه ای پیوسته، تابع هر .١۵ . ٢ . ۴ مثال

تابع .١۶ . ٢ . ۴ مثال

f(t) =

{
t 0 < t < 1

2 1 ≤ t < ∞

t = 1 فقط اینجا (در دارد ناپیوستگ نقط متناه تعداد زیرا است. پیوسته قطعه ای (0,∞) روی
حقیق عدد ی و دارد وجود t = 1 در راست و چپ حد ر دی سوی از است). ناپیوستگ نقطه

کنید). (بررس است
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است. پیوسته قطعه ای [0,∞) روی f(t) = [t] صحیح، جزء تابع .٢ . ١٧ . ۴ مثال

تابع .٢ . ١٨ . ۴ مثال

f(t) =


1 − 1 < t < 0

2 t = 0
1
t

0 < t < ∞

اما دارد. ناپیوستگ نقطه متناه تعداد که این با تابع این نیست. پیوسته قطعه ای (−1,∞) روی
نیست. حقیق عدد t = 0 در راست حد

حقیق عدد هرگاه است نمایی (رشد) مرتبه [0,∞) روی f(t) تابع گوییم .٢ . ١٩ . ۴ تعریف
که باشد موجود چنان a حقیق عدد و M نامنف

|f(t)|≤ Meat.

و M = 1 دهیم قرار است کاف زیرا است. نمایی مرتبه هم f(t) = sin t تابع .٢ . ٢٠ . ۴ مثال
یعن ،a = 0

|sin t|≤ 1 = e0×t.

و M = 1 دهیم قرار است کاف زیرا است. نمایی مرتبه هم f(t) = et تابع .٢ . ٢١ . ۴ مثال
یعن ،a = 2

|et|= et ≤ e2t.

پیوسته توابع که م دهیم را تذکر این قضیه بیان قبل م پذیریم. اثبات بدون را زیر قضیه حال
دارند. انتگرال قطعه ای

پیوسته که باشد [0,∞) روی تابع ی f(t) کنیم فرض لاپلاس) وجود (قضیه .٢ . ٢٢ . ۴ قضیه
s > a هر برای که دارد وجود a حقیق عدد صورت این در باشد. نمایی مرتبه هم و قطعه ای

دارد. وجود f(t) لاپلاس تبدیل

مرتبه هم اما t−1
2 مانند دارند لاپلاس تبدیل که دارند وجود توابع که شود دقت باید .٢ . ٢٣ . ۴ تذکر

موجود است ن مم لاپلاس تبدیل اما نیست برقرار که این با بالا قضیه شرایط یعن نیست! نمایی
باشد.

م کنیم. معرف را لاپلاس معکوس تبدیل اکنون
تبدیل f(t) به صورت این در باشد. f(t) تابع لاپلاس تبدیل F (s) کنیم فرض .٢۴ . ٢ . ۴ تعریف

م دهیم. نمایش L−1(F (s)) با را آن و گوییم F (s) لاپلاس معکوس

.L−1(2
s
) = 2 پس است. F (s) = 2

s
با برابر f(t) = 2 لاپلاس تبدیل که دیدیم .٢۵ . ٢ . ۴ مثال

بنابراین است. F (s) = 2s+3
s2

با برابر f(t) = 3t + 2 لاپلاس تبدیل که دیدیم .٢۶ . ٢ . ۴ مثال
.L−1(2s+3

s2
) = 3t+ 2
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در باشند. G(s) و F (s) لاپلاس تبدیل دارای g(t) و f(t) تابع دو کنیم فرض .٢ . ٢٧ . ۴ قضیه
داریم c (مختلط) حقیق عدد هر برای صورت این

L−1(cF (s) +G(s)) = cL−1(F (s)) + L−1(G(s)).

است. راست سر اثبات اثبات.

بالا قضیه طبق کنیم. حساب را F (s) = 2s+3
s2

لاپلاس معکوس تبدیل م خواهیم .٢ . ٢٨ . ۴ مثال
داریم

L−1(
2s+ 3

s2
) = L−1(

2

s
+

3

s2
) = 2L−1(

1

s
) + 3L−1(

1

s2
) = 2 + 3t.

است. کاربردی بسیار زیر قضیه
این در .L(f(t)) = F (s) و باشد مثبت حقیق عدد b و s > a کنیم فرض .٢ . ٢٩ . ۴ قضیه

داریم: صورت
.L(f(bt)) = 1

b
F ( s

b
) (١)

.L−1(F (bs)) = 1
b
f( t

b
) (٢)

با .F ( s
b
) =

∫∞
0

e−
s
b
tf(t)dt پس .F (s) =

∫∞
0

e−stf(t)dt داریم تعریف طبق (١) اثبات.
نتیجه در و dt = bdu که داریم t

b
= u دادن قرار

F (
s

b
) = b

∫ ∞

0

e−suf(bu)du = bL(f(bt)).

م شود. حاصل (١) b بر طرفین تقسیم با
(1
b
> 0 پس است b > 0 چون که شود (دقت دهیم تغییر 1

b
با را b نقش (١) در است کاف (٢)

تبدیل و م کنیم تقسیم b بر را طرفین .L(f( t
b
)) = bF (bs) لذا .L(f(1

b
t)) = 1

1
b

F ( s
1
b

) یعن
م شود. حاصل (٢) رابطه و م گیریم لاپلاس معکوس

.f(t) = sin t م دهیم قرار کنیم. حساب را g(t) = sin(at) لاپلاس م خواهیم .٢ . ٣٠ . ۴ مثال
داریم (١) قسمت ٢ . ٢٩ . ۴ قضیه طبق .L(sin t) = 1

s2+1
= F (s) که دیده ایم بالا مثال های از

L(sin(at)) = 1

a
F (

s

a
) =

1

a
(

1

( s
a
)2 + 1

) =
a

s2 + a2
.

.L(cos(at)) = s
s2+a2

مشابه روش به

از .f(t) = sinh t داریم کنیم. حساب را g(t) = sinh(at) لاپلاس م خواهیم .٢ . ٣١ . ۴ مثال
داریم (١) قسمت ٢ . ٢٩ . ۴ قضیه طبق .L(sinh t) = 1

s2−1
= F (s) که دیده ایم بالا مثال های

L(sinh(at)) = 1

a
F (

s

a
) =

1

a
(

1

( s
a
)2 − 1

) =
a

s2 − a2
.

.L(cosh(at)) = s
s2−a2

مشابه روش به
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G(s) = داریم ابتدا کنیم. پیدا G(s)را = 1
9s2+4

لاپلاس معکوس تبدیل م خواهیم .٢ . ٣٢ . ۴ مثال
یعن پس .L(sin t) = 1

s2+1
= F (s) که دیده ایم بالا مثال های از .1

4
1

9
4
s2+1

G(s) =
1

4

1

(3
2
s)2 + 1

=
1

4
F (

3

2
s).

داریم f(t) = sin t فرض با و (٢) قسمت ٢ . ٢٩ . ۴ قضیه طبق

L−1(G(s)) = L−1(
1

4
F (

3

2
s)) =

1

4
L−1(F (

3

2
s)) =

1

4
(
2

3
f(

2t

3
)) =

1

6
sin(

2t

3
).

م دهیم. دست به جدول ی در را معروف توابع لاپلاس معکوس تبدیل و لاپلاس تبدیل ادامه در
م شود. تکمیل کم کم فصل این ر دی بخش های کم با جدول این که کنیم نشان خاطر باید

F (s) L(f(t)) f(t) L−1(F (s))
a
s

a (∈ R)

α!
sα+1 = Γ(α+1)

sα+1 tα (α > −1)

1
s−a

e(at)(a ∈ R)

a
s2+a2

sin(at) (a ∈ R)

s
s2+a2

cos(at) (a ∈ R)

a
s2−a2

sinh(at) (a ∈ R)

s
s2−a2

cosh(at) (a ∈ R)

داریم کنیم. حساب را f(t) = 4t3 − cos(2t)− 2e3t لاپلاس تبدیل م خواهیم .٢ . ٣٣ . ۴ مثال

L(4t3 − cos(2t)− 2e3t) = 4L(t3)− L(cos(2t))− 2L(e3t) =
4(3! )

s4
− s

s2 + 4
− 2

s− 3

داریم کنیم. پیدا را F (s) = 2s+1
s2+4

لاپلاس معکوس تبدیل م خواهیم .٣۴ . ٢ . ۴ مثال

F (s) =
2s

s2 + 4
+

1

s2 + 4
=

2s

s2 + 4
+

1

2

2

s2 + 4
.

داریم نتیجه در

f(t) = L−1(F (s)) = 2 cos(2t) +
1

2
sin(2t).
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م دهیم قرار کنیم. پیدا را F (s) = s
(s−1)(s+2)

لاپلاس معکوس تبدیل م خواهیم .٣۵ . ٢ . ۴ مثال

F (s) =
s

(s− 1)(s+ 2)
=

A

s− 1
+

B

s+ 2
.

بنابراین .B = 2
3

و A = 1
3

داریم نتیجه در

f(t) = L−1(F (s)) =
1

3
et +

2

3
e−2t.

بسط کم با لاپلاس معکوس تبدیل محاسبه برای روش ی و است جالب بسیار زیر مثال
ریاض منابع تیلور بسط و م لورن بسط یادآوری (برای م دهد آموزش تیلور بسط و م لورن

باشید). صبور شش فصل تا یا ببینید را عموم

داریم کنیم. حساب را F (s) = 1√
1+s2

لاپلاس معکوس تبدیل م خواهیم .٣۶ . ٢ . ۴ مثال

F (s) =
1

s
√
1 + 1

s2

=
1

s

(
1 +

1

s2

)−1
2

.

یعن م نویسیم، اول جمله سه تا مثلا را
(
1 + 1

s2

)−1
2 م لورن بسط اکنون

(
1 +

1

s2

)−1
2

= 1− 1

2s2
+

3

8s4
+ ...

لذا و
F (s) =

1

s
(1− 1

2s2
+

3

8s4
+ ...) =

1

s
− 1

2s3
+

3

8s5
+ ...

نتیجه در و
f(t) = 1− 1

4
t2 +

1

64
t4 + · · · .

خارج و م شود ظاهر بسل دیفرانسیل معادله در که است J0(x) بسل تابع همان f(t) حقیقت در
است. ما بحث از

کنید. حساب را f(t) = 1√
t

تابع لاپلاس تبدیل .٢ . ٣٧ . ۴ تمرین

داریم حل.

L( 1√
t
) = L(t−

1
2 ) =

(−1
2
)!

s−
1
2
+1

=
Γ(1

2
)

s
1
2

=

√
π√
s
.

کنید. حساب b و a حقیق اعداد برای را f(t) = sinh(at+ b) لاپلاس تبدیل .٢ . ٣٨ . ۴ تمرین
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داریم که شود دقت ابتدا حل.

sinh(at+ b) = sinh(at) cosh(b) + sinh(b) cosh(at).

بنابراین

F (s) = L(f(t)) = L(sinh(at) cosh(b) + sinh(b) cosh(at)) =

cosh(b)L(sinh(at)) + sinh(b)L(cosh(at)) =
a cosh(b)

s2 − a2
+

s(sinh(b))

s2 − a2
.

و باشد f(t) مانند تابع ی لاپلاس تبدیل F (s) کنیم فرض .٢ . ٣٩ . ۴ تمرین

L(1− e−t

t
) = ln(1 + F (s)).

کنید. حساب را g(t) = 2−2e−
1
2 t

t
لاپلاس تبدیل صورت این در

دادن قرار فرض با .g(t) = h(1
2
t) داریم بنابراین .h(t) = 1−e−t

t
کنیم فرض حل.

که م شود نتیجه (١) قسمت ٢ . ٢٩ . ۴ قضیه طبق و L(h(t)) = H(s) = ln(1 + F (s))

L(g(t)) = L(h(1
2
t)) = 2H(2s) = 2 ln(1 + F (2s)).

مشتق لاپلاس تبدیل ٣ . ۴
روش ی م خواهیم بخش این در شده ایم. آشنا قبل بخش در هستند معروف که توابع لاپلاس با

کنیم. محاسبه را توابع برخ لاپلاس بتوانیم تا دهیم آموزش را ر دی
م پذیریم. اثبات بدون را زیر قضیه

قضیه شرایط در و باشند پیوسته توابع fn−1(t) ،... ،f ′(t) ،f(t) کنیم فرض .٣ . ١ . ۴ قضیه
قطعه ای پیوسته [0,∞) بازه روی fn(t) همچنین کنند. صدق ،٢ . ٢٢ . ۴ قضیه لاپلاس، وجود

است قرار بر زیر رابطه صورت این در باشد.

L(fn(t)) = snL(f(t))− (
n−1∑
i=0

sn−i−1f i(0)).

است ادامه) (در ما نظر مد زیر مورد دو خاص، حالت در

L(y′) = L(f ′
(t)) = sL(f(t))− f(0)

L(y′′) = L(f ′′(t)) = s2L(f(t))− sf(0)− f ′(0).
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.f ′(t) = et + tet داریم کنیم. حساب را f(t) = tet لاپلاس تبدیل م خواهیم .٣ . ٢ . ۴ مثال
پس

L(y′) = sL(f(t))− f(0) ⇒ L(et + tet) = sL(f(t))− 0 ⇒

L(et) + L(tet) = sL(tet) ⇒ 1

s− 1
= (s− 1)L(tet) = (s− 1)L(f(t))

.L(f(t)) = 1
(s−1)2

لذا و

با دیفرانسیل معادله ی ونه چ لاپلاس تبدیل دهیم نشان مثال ی با که است آن وقت حال
م کند. حل را اولیه شرایط

دیفرانسیل معادله م خواهیم .٣ . ٣ . ۴ مثال

y′′ + 4y = t, y(0) = 1, y′(0) = 1

جواب وجودی (قضیه دارد y(t) = f(t) جواب معادله کنیم فرض کنیم. حل لاپلاس کم با را
داریم حال آورید!). یاد به را

1

s2
= L(t) = L(y′′ + 4y) = L(y′′) + 4L(y) =

s2L(f(t))− sf(0)− f ′(0) + 4L(f(t)) = s2L(f(t))− s− 1 + 4L(f(t)).

لذا

(s2 + 4)L(f(t)) = s+ 1 +
1

s2
⇒ L(f(t)) = s+ 1

s2 + 4
+

1

s2(s2 + 4)
.

داریم اکنون

y(t) = f(t) = L−1(
s+ 1

s2 + 4
+

1

s2(s2 + 4)
) =

L−1(
s

s2 + 4
+

1

s2 + 4
+

1

4s2
− 1

4(s2 + 4)
) =

L−1(
s

s2 + 4
) + L−1(

1

s2 + 4
) +

1

4
L−1(

1

s2
)− 1

4
L−1(

1

s2 + 4
) =

cos(2t) +
1

2
sin(2t) +

1

4
t− 1

8
sin(2t) = cos(2t) +

3

8
sin(2t) +

1

4
t.

کنید. حساب را f(t) = 1
16
(sin(2t)− 2t cos(2t)) لاپلاس تبدیل .۴ . ٣ . ۴ تمرین
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داریم منظور این برای م کنیم. حساب را g(t) = t cos(2t) تابع لاپلاس ابتدا در حل.
پس .g′′(t) = −4 sin(2t)− 4t cos(2t) و g′(t) = cos(2t)− 2t sin(2t)

L(g′′(t)) = s2L(g(t))− sg(0)− g′(0)

L(−4 sin(2t)− 4t cos(2t)) = s2L(g(t))− sg(0)− g′(0)

− 4L(sin(2t))− 4L(t cos(2t)) = s2L(t cos(2t))− 0− 1

−8

s2 + 4
= (s2 + 4)L(t cos(2t))− 1 = (s2 + 4)L(g(t))− 1

داریم اما .L(g(t)) = s2−4
(s2+4)2

لذا و

L(f(t)) = 1

16
[L(sin(2t))− 2L(t cos(2t))].

.L(f(t)) = 1
16
[ 2
s2+4

− 2s2−8
(s2+4)2

] بنابراین

انتگرال لاپلاس تبدیل ۴ . ۴
بخش این در شدیم. آشنا قبل بخش های در هستند معروف که توابع لاپلاس معکوس تبدیل با

برخ لاپلاس معکوس تبدیل هم و لاپلاس هم بتوانیم تا دهیم آموزش را ر دی روش ی م خواهیم
کنیم. محاسبه را توابع

م پذیریم. اثبات بدون را زیر قضیه
،٢ . ٢٢ . ۴ قضیه لاپلاس، وجود قضیه شرایط در و قطعه ای پیوسته تابع f(t) اگر .١ . ۴ . ۴ قضیه

داریم آنگاه L(f(t)) = F (s) و کنند صدق

L(
∫ t

0

f(x)dx) =
1

s
F (s).

م دهیم قرار کنیم. حساب را g(t) =
∫ t

0
x cos(2x)dx لاپلاس تبدیل م خواهیم .٢ . ۴ . ۴ مثال

داریم F (s) محاسبه برای و است F (s) به نیاز م کنیم. استفاده بالا قضیه از و f(t) = t cos(2t)
پس .f ′′(t) = −4 sin(2t)− 4t cos(2t) و f ′(t) = cos(2t)− 2t sin(2t) که

L(f ′′(t)) = s2L(f(t))− sf(0)− f ′(0)

L(−4 sin(2t)− 4t cos(2t)) = s2L(f(t))− sf(0)− f ′(0)

− 4L(sin(2t))− 4L(t cos(2t)) = s2L(t cos(2t))− 0− 1

−8

s2 + 4
= (s2 + 4)L(t cos(2t))− 1 = (s2 + 4)L(f(t))− 1

بنابراین .L(f(t)) = s2−4
(s2+4)2

= F (s) لذا و

L(g(t)) = 1

s
F (s) =

s2 − 4

s(s2 + 4)2
.
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م دهیم قرار کنیم. حساب را G(s) = 1
s2(s−4)

لاپلاس معکوس تبدیل م خواهیم .٣ . ۴ . ۴ مثال
داریم و f1(t) = e4t پس .F1(s) =

1
s−4

G1(s) =
1

s(s− 4)
=

1

s
F1(s) = L(

∫ t

0

e4xdx).

لذا

L−1(G1(s)) =

∫ t

0

e4xdx =
1

4
(e4t − 1).

داریم و f(t) = 1
4
(e4t − 1) پس .F (s) = 1

s(s−4)
م دهیم قرار حال

G(s) =
1

s2(s− 4)
=

1

s
F (s) = L(

∫ t

0

1

4
(e4x − 1)dx).

لذا

L−1(G(s)) =

∫ t

0

1

4
(e4x − 1)dx =

1

4
(
1

4
e4t − t− 1

4
).

دیفرانسیل معادله .۴ . ۴ . ۴ تمرین

y′′ + 9y = t, y(0) = y′(0) = 0

کنید. حل را
داریم باشد. بالا معادله جواب y(t) = f(t) کنیم فرض حل.

1

s2
= L(t) = L(y′′) + 9L(y(t)) =

s2L(f(t))− sf(0)− f ′(0) + 9L(f(t)) = (s2 + 9)L(f(t)).

و f1(t) =
1
3
sin(3t) پس .F1(s) =

1
s2+9

م دهیم قرار .F (s) = L(f(t)) = 1
s2(s2+9)

لذا
داریم

G1(s) =
1

s(s2 + 9)
=

1

s
F1(s) = L(

∫ t

0

1

3
sin(3x)dx).

لذا

L−1(G1(s)) =

∫ t

0

1

3
sin(3x)dx =

1

9
(1− cos(3t)).

داریم و f2(t) = 1
9
(1− cos(3t)) پس .F2(s) =

1
s(s2+9)

م دهیم قرار حال

F (s) =
1

s2(s2 + 9)
=

1

s
F2(s) = L(

∫ t

0

1

9
(1− cos(3t))dx).

لذا

y(t) = f(t) = L−1(F (s)) =

∫ t

0

1

9
(1− cos(3t))dx =

1

9
(t− 1

3
sin(3t)).
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واحد پله ای تابع ۵ . ۴

م کنیم. شروع زیر تعریف با
گوییم واحد پله ای تابع زیر تابع به باشد. نامنف حقیق عدد ی c کنیم فرض .١ . ۵ . ۴ تعریف

uc(t) =

{
1 c < t

0 0 ≤ t ≤ c

.u0(t) = 1 خاص حالت در

داریم. را زیر گزاره حال
داریم صورت این در باشد. نامنف حقیق عدد ی c کنیم فرض .٢ . ۵ . ۴ گزاره

L(uc(t)) =
e−cs

s
.

است. راست سر لاپلاس تبدیل تعریف با اثبات.

معمولا بنویسیم. واحد پله ای تابع حسب بر را تابع ی گاه که است لازم بعدی بخش های برای
کنید. دنبال زیر مثال در را کار روش م دهیم. انجام ضابطه ای چند توبع برای را عمل چنین

تابع م خواهیم .٣ . ۵ . ۴ مثال

f(t) =


1 0 ≤ t < 2

−2 2 ≤ t < 5

2 5 ≤ t < 8

0 8 ≤ t

ابتدا به است کاف کار این برای کنیم. حساب را آن لاپلاس و بنویسم واحد پله ای تابع برحسب را
شده ظاهر واحد پله ای تابع حسب بر را f(t) سپس و کنیم دقت f(x) از شاخه هر در بازه انتهای و

یعن بنویسیم. f(t) تابع شاخه های بازه انتهای و ابتدا در

f(t) = au0(t) + bu2(t) + cu5(t) + du8(t).

0 ≤ t < بازه در را t مثلا که است کاف منظور این برای کنیم. مشخص را d و c ،b ،a باید حال
داریم اکنون کنیم. 2انتخاب

1 = f(t) = au0(t) + bu2(t) + cu5(t) + du8(t) = a+ 0 + 0 + 0 = a.

داریم اکنون کنیم. 2انتخاب ≤ t < 5 بازه در را t همچنین

−2 = f(t) = u0(t) + bu2(t) + cu5(t) + du8(t) = 1 + b+ 0 + 0 = 1 + b.
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با پس .f(t) = u0(t)− 3u2(t) + 4u5(t)− 2u8(t) داریم روند این ادامه با .b = −3 بنابراین
داریم بالا گزاره از استفاده

L(f(t)) = L(u0(t)− 3u2(t) + 4u5(t)− 2u8(t)) =

L(u0(t))− 3L(u2(t)) + 4L(u5(t))− 2L(u8(t)) =

1

s
− 3e−2s

s
+

4e−5s

s
− 2e−8s

s
.

تابع م خواهیم .۴ . ۵ . ۴ مثال

f(t) =


0 0 ≤ t < 1

−2 1 ≤ t < 5

t2 5 ≤ t < 7

0 7 ≤ t

شاخه هر در بازه انتهای و ابتدا به است کاف کار این برای بنویسیم. واحد پله ای تابع برحسب را
بازه انتهای و ابتدا در شده ظاهر واحد پله ای تابع حسب بر را f(t) سپس و کنیم دقت f(x) از
باید حال .f(t) = au0(t) + bu1(t) + cu5(t) + du7(t) یعن بنویسیم. f(t) تابع شاخه های

داریم اکنون کنیم. 0انتخاب ≤ t < 1 در را t مثلا کار این برای کنیم. مشخص را d و c ،b ،a

0 = f(t) = au0(t) + bu1(t) + cu5(t) + du7(t) = a.

داریم اکنون کنیم. 1انتخاب ≤ t < 5 بازه در را t همچنین

−2 = f(t) = bu1(t) + cu5(t) + du7(t) = b+ 0 + 0 = b.

داریم اکنون کنیم. 5انتخاب ≤ t < 7 بازه در را t همچنین

t2 = f(t) = −2u1(t) + cu5(t) + du7(t) = −2 + c+ 0 = c− 2.

بنابراین .d = −t2 داریم روند این ادامه با .c = t2 + 2 بنابراین

f(t) = −2bu1(t) + (t2 + 2)u5(t)− t2u7(t).

کنید. حساب t > 0 برای را f(t) = [t+ 1] تابع لاپلاس تبدیل .۵ . ۵ . ۴ تمرین

است زیر صورت به تابع این م دانیم حل.

f(t) =


1 0 < t ≤ 1

2 1 < t ≤ 2

3 2 < t ≤ 3
...

.
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یعن م نویسیم، واحد پله ای تابع برحسب را f(t) حال

f(t) = a0u0(t) + a1u1(t) + a2u2(t) + · · · .
داریم آموخته اید، را ضرایب محاسبه قبل بخش در که همانطور

a0 = a1 = a2 = ... = 1.

لذا
f(t) = u0(t) + u1(t) + u2(t) + · · · .

بنابراین و

L(f(t)) = L(u0(t)) + L(u1(t)) + L(u2(t)) + ... =

1

s
+

e−s

s
+

e−2s

s
+ ... =

1

s
[1 + e−s + e−2s + ...] =

1

s
[

1

1− e−s
].

دیراک دلتای تابع ۶ . ۴

تابع بخش این م شود. ظاهر فیزی در شدت به که است مهم بسیار تابع ی دیراک دلتای تابع
م کنیم. معرف را دیراک دلتای

را زیر تابع ϵ > 0 حقیق عدد برای باشد. حقیق عدد ی b ≥ 0 کنیم فرض .١ . ۶ . ۴ تعریف
گوییم ه ی ضربه [0,∞) بازه روی

Iϵ(t) =

{
1
ϵ

b ≤ t ≤ b+ ϵ

0 جاها سایر

است. ی با برابر تابع مقدار در بازه طول همواره ،Iϵ(t) تابع در .٢ . ۶ . ۴ تذکر

.Iϵ(t) = 1
ϵ
(ub(t)− ub+ϵ(t)) داریم همواره .٣ . ۶ . ۴ گزاره

است. بدیه اثبات.

.L(Iϵ(t)) = e−bs

ϵs
(1− e−ϵs) داریم همواره .۴ . ۶ . ۴ گزاره

داریم قبل بخش گزاره و بالا گزاره طبق اثبات.

L(Iϵ(t)) = L(1
ϵ
(ub(t)− ub+ϵ(t))) =

1

ϵ
[L((ub(t))− L(ub+ϵ(t)))] =

1

ϵ
[
e−bs

s
− e−(b+ϵ)s

s
] =

e−bs

ϵs
(1− e−ϵs).
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است. کامل اثبات

نهایت بی فلسف بحث وارد اینجا در که شود دقت م کنیم. تعریف را دیراک دلتای تابع حال
قرار ملاحظه مورد صورت این به گاه را دلتا تابع نم شویم. است نهفته دیراک دلتای تابع در که
به طور و بلند، نامحدود به طور میخ مختصات مرکز در اش منحن که فرض تابع که دهیم م
واحد ضربه از خاص ل ش تابع این میخ. زیر در ی با برابر کل مساحت با است، باری نامحدود
ذاری نام او نام به و شد مطرح دیراک پاول انگلیس دان ریاضیدان‐فیزی توسط بار اولین که است

گردید.
م دهیم نشان δ(t− b) با را آن و گوییم دیراک دلتای تابع زیر تابع به .۵ . ۶ . ۴ تعریف

δ(t− b) = lim
ϵ→0

Iϵ(t) =

{
0 t ̸= b

∞ t = b

∫ ∞

−∞
δ(t− b) = 1

داریم. را زیر گزاره حال
داریم همواره .۶ . ۶ . ۴ گزاره

L(δ(t− b)) = e−bs.

.L(δ(t)) = 1 نتیجه در

با لاپلاس تعریف چون شود. رد انتگرل از خاص مواردی در م تواند حد که شود دقت اثبات.
داریم قبل بخش گزاره و بالا گزاره طبق حل م شود. رد لاپلاس از حد است، انتگرال

L(δ(t− b)) = L(lim
a→0

Ia(t)) = lim
a→0

(L(Ia(t))) =

lim
a→0

(
e−bs

as
(1− e−as)) =

e−bs

s
(lim
a→0

(
1

a
(1− e−as))) =

e−bs

as
(as) = e−bs.

است. کامل اثبات دهیم. قرار b = 0 است کاف دوم قسمت برای

.
∫∞
0

δ(t− b)dt = 1 که دهید نشان .٧ . ۶ . ۴ تمرین

داریم ∫حل. ∞

0

δ(t− b)dt =

∫ ∞

0

(lim
ϵ→0

Iϵ(t))dt =

lim
ϵ→0

(

∫ ∞

0

Iϵ(t)dt) = lim
ϵ→0

(

∫ b+ϵ

b

Iϵ(t)dt) =

lim
ϵ→0

(

∫ b+ϵ

b

1

ϵ
dt) = lim

ϵ→0
(
1

ϵ
(b+ ϵ− b)) = 1.
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انتقال قضایای ٧ . ۴
معکوس تبدیل و لاپلاس تبدیل قضایا این کنیم. بیان را انتقال قضیه های تا هستیم آماده اکنون

م کنند. ساده تر را لاپلاس
در باشد. F (s) با برابر f(t) تابع لاپلاس تبدیل کنیم فرض انتقال) اول (قضیه .٧ . ١ . ۴ قضیه

.L(ebtf(t)) = F (s− b) داریم b حقیق عدد برای صورت این

داریم لاپلاس تعریف کم با اثبات.

F (s− b) =

∫ ∞

0

e−(s−b)tf(t)dt =

∫ ∞

0

e−stebtf(t)dt =∫ ∞

0

e−st[ebtf(t)]dt = L(ebtf(t))

است. کامل اثبات و

.f(t) = t م دهیم قرار کنیم. حساب را g(t) = te2t لاپلاس تبدیل م خواهیم .٧ . ٢ . ۴ مثال
داریم است b = 2 چون انتقال، اول قضیه طبق بنابراین .F (s) = 1

s2
که م دانیم

L(g(t)) = F (s− 2) =
1

(s− 2)2
.

دیفرانسیل معادله م خواهیم .٧ . ٣ . ۴ مثال

y′′ − 4y′ + 4y = 0 y(0) = 0, y′(0) = 2

آورید!). یاد به را جواب وجودی (قضیه دارد y(t) = f(t) جواب معادله کنیم فرض کنیم. حل را
داریم حال

0 = L(0) = L(y′′ − 4y′ + 4y) = L(y′′)− 4L(y′) + 4L(y) =
s2L(f(t))− sf(0)− f ′(0)− 4(sL(f(t)− f(0)) + 4L(f(t)) =
s2L(f(t))− 2− 4sL(f(t)) + 4L(f(t)).

که است واضح آنگاه G(s) = 2
s2

دهیم قرار اگر اکنون .L(f(t)) = 2
s2−4s+4

= 2
(s−2)2

لذا
داریم b = 2 فرض با و انتقال اول قضیه طبق پس .g(t) = 2t

f(t) = L−1(
2

(s− 2)2
) = L−1[L(2te2t)] = 2te2t.

م کنیم. بیان را انتقال دوم قضیه حال
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در باشد. F (s) با برابر f(t) تابع لاپلاس تبدیل کنیم فرض انتقال) دوم (قضیه .۴ . ٧ . ۴ قضیه
داریم c مثبت حقیق عدد برای صورت این

L(uc(t)f(t− c)) = e−csF (s) = e−csL(f(t)).

م کنیم استفاده است زیر ل ش به که معادل صورت از مواقع بیشتر

L(uc(t)f(t)) = e−csL(f(t+ c)).

داریم تعریف کم با اثبات.

L(uc(t)f(t− c)) =

∫ ∞

0

e−stuc(t)f(t− c)dt =

∫ ∞

c

e−stf(t− c)dt.

داریم v = t− c متغیر تغییر با

L(uc(t)f(t− c)) =

∫ ∞

0

e−stuc(t)f(t− c)dt =∫ ∞

0

e−s(v+c)f(v)dv = e−sc

∫ ∞

0

e−svf(v)dv = e−scF (s).

سپس و م کنیم استفاده f(t) = g(t− c) معادلا یا g(t) = f(t + c) تغییر از دوم قسمت برای
یعن م گیریم، کم اول قسمت

L(uc(t)f(t)) = L(uc(t)g(t− c)) = e−csL(g(t)) = e−csL(f(t+ c))

است. کامل اثبات و

م دهیم قرار ابتدا کنیم. حساب را g(t) = u2(t)t
2 لاپلاس تبدیل م خواهیم .۵ . ٧ . ۴ مثال

داریم است c = 2 چون کنیم، استفاده انتقال دوم قضیه از م خواهیم .f(t) = t2

L(f(t+ 2)) = L((t+ 2)2) = L(t2 + 2t+ 4) =
2

s3
+

2

s2
+

4

s
.

بنابراین
L(u2(t)t

2) = e−2sL(f(t+ 2)) = e−2s(
2

s3
+

2

s2
+

4

s
).

م دهیم قرار ابتدا کنیم. حساب را g(t) = uπ(t) sin t لاپلاس تبدیل م خواهیم .۶ . ٧ . ۴ مثال
داریم است c = π چون کنیم، استفاده انتقال دوم قضیه از م خواهیم .f(t) = sin t

L(f(t+ π)) = L(sin(t+ π)) = L(− sin t) =
−1

s2 + 1
.

بنابراین

L(uπ(t) sin t) = e−πsL(sin(t+ π)) =
−e−πs

s2 + 1
.
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دیفرانسیل معادله م خواهیم .٧ . ٧ . ۴ مثال

y′′ + 3y′ + 2y = g(t) y(0) = 0, y′(0) = 0

آن در که کنیم حل را

g(t) =

{
1 0 < t < 1

0 1 < t
.

یعن م نویسیم، واحد پله ای تابع برحسب را g(t) ابتدا

g(t) = u0(t)− u1(t).

داریم باشد. بالا معادله جواب y(t) = f(t) کنیم فرض حال

1

s
− e−s

s
= L(g(t))) = L(y′′) + 3L(y′) + 2L(y(t)) =

s2L(f(t))− sf(0)− f ′(0) + 3(sL(f(t))− f(0)) + 2L(f(t)) =
s2L(f(t)) + 3(sL(f(t)) + 2L(f(t)).

لذا
L(f(t)) = 1

s(s2 + 3s+ 2)
− e−s

s(s2 + 3s+ 2)
.

بنابراین

f(t) = L−1(
1

s(s2 + 3s+ 2)
)− L−1(

e−s

s(s2 + 3s+ 2)
).

داریم و G(s) = 1
s(s2+3s+2)

م دهیم قرار

L−1(G(s)) = L−1(
1

s(s2 + 3s+ 2)
) = L−1(

1

2s
− 1

s+ 1
+

1

2(s+ 2)
) =

1

2
− e−t +

e−2t

2
.

داریم c = 1 فرض با و انتقال دوم قضیه طبق اما

e−sG(s) = L(u1(t)f(t− 1)).

پس

L−1(
e−s

s(s2 + 3s+ 2)
) = u1(t)g(t− 1)

=

{
0 0 < t < 1
1
2
− e−(t−1) + e−2(t−1)

2
1 < t
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پس

f(t) = L−1(
1

s(s2 + 3s+ 2)
)− L−1(

e−s

s(s2 + 3s+ 2)
) =

g(t)− u1(t)g(t− 1) =

=

{
1
2
− e−t + e−2t

2
0 < t < 1

e−(t−1) − e−t − e−2(t−1)

2
+ e−2t

2
1 < t

.

کنید. حساب را f(t) = cosh(2t) cos(2t) تابع لاپلاس تبدیل .٧ . ٨ . ۴ تمرین

داریم که شود دقت ابتدا حل.

cosh(2t) =
e2t + e−2t

2
.

انتقال اول قضیه طبق بنابراین .F (s) = s
s2+4

که م دانیم .f(t) = cos(2t) م دهیم قرار حال
داریم

L(f(t)) = L(e
2t cos(2t) + e−2t cos(2t)

2
) =

L(e
2t cos(2t)

2
) + L(e

−2t cos(2t)

2
) =

1

2
[F (s− 2) + F (s+ 2)] =

1

2
[

s− 2

(s− 2)2 + 4
+

s+ 2

(s+ 2)2 + 4
].

کنید. حساب را F (s) = se3s

s2−9
لاپلاس معکوس تبدیل .٧ . ٩ . ۴ تمرین

دوم قضیه طبق .L(cosh(3t)) = s
s2−9

که م دانیم .f(t) = cosh(3t) کنیم فرض حل.
داریم c = −3 فرض با و انتقال

L(u−3(t) cosh(3(t+ 3))) = e−3sL(cosh(3t)) = se3s

s2 − 9
= F (s).

.f(t) = u−3(t) cosh(3(t+ 3)) بنابراین

دیفرانسیل معادله .٧ . ١٠ . ۴ تمرین

y′′ + y = δ(t− 2), y(0) = 0, y′(0) = 0

کنید. حل لاپلاس کم با را
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داریم حال آورید!). یاد به را جواب وجودی (قضیه دارد y(t) جواب معادله کنیم فرض حل.

e2s = L(δ(t− 2)) = L(y′′ + y) = L(y′′) + L(y) =
s2L(y(t))− sy(0)− y′(0) + L(y(t)) =
s2L(y(t)) + L(y(t)).

دوم قضیه کم با اکنون .f(t) = sin t که داریم F (s) = 1
s2+1

فرض با .L(y(t)) = e2s

s2+1
لذا

داریم انتقال

y(t) = L−1(
e2s

s2 + 1
) = u−2(t)f(t+ 2) = u−2(t) sin(t+ 2).

متناوب تابع لاپلاس تبدیل ٨ . ۴

مسائل در اتفاقا که را متناوب توابع لاپلاس تبدیل محاسبه که است این ما هدف بخش این در
کنیم. ساده تر م شوند، ظاهر فراوان طبیعت و مهندس

م کنیم. شروع زیر تعریف با
باشد موجود T مثبت و ناصفر حقیق عدد هرگاه است متناوب f(x) تابع گوییم .٨ . ١ . ۴ تعریف
f(x + T ) = خاصیت با T مثبت و ناصفر حقیق عدد ترین کوچ .f(x + T ) = f(x) که

گوییم. تناوب اصل عدد را f(x)

داریم ،n طبیع عدد هر برای زیرا است. متناوب تابع ی sinx تابع .٨ . ٢ . ۴ مثال

sinx = sin(2nπ + x).

است. تناوب اصل عدد T = 2π اما

م پذیریم. اثبات بدون را زیر قضیه
،٢ . ٢٢ . ۴ قضیه لاپلاس، وجود قضیه شرایط در روی(∞,0] f(t) تابع کنیم فرض .٨ . ٣ . ۴ قضیه

داریم آنگاه باشد f(t) تابع تناوب اصل عدد T اگر کند. صدق

L(f(t)) = 1

1− e−Ts

∫ T

0

e−stf(t)dt.

ل ش به f(t) تابع لاپلاس تبدیل م خواهیم .۴ . ٨ . ۴ مثال
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تناوب اصل عدد با متناوب تابع ی بالا ( مربع موج (تابع تابع که است واضح کنیم. حساب را
داریم بالا قضیه طبق است. T = 2a

F (s) =
1

1− e−Ts

∫ T

0

e−stf(t)dt =
1

1− e−2as

∫ 2a

0

e−stf(t)dt =

1

1− e−2as
(

∫ a

0

e−stf(t)dt+

∫ 2a

a

e−stf(t)dt) =

1

1− e−2as
(

∫ a

0

be−stdt+

∫ 2a

a

(−b)e−stdt) =

b

s

1

1− e−2as
(
[
e−st

]2a
a
−

[
e−st

]a
0
) =

b

s

1

1− e−2as
(e−2as − 2e−as + 1).

.F (s) = b
s
tanh(as

2
) برسید زیر رابطه به و دهید ادامه را آخر تساوی هستید، بیشتر دردسر دنبال اگر

کرده ایم تبدیل صفر به را − sin t موج منف قسمت موج، کننده اصلاح ی وسیله به .۵ . ٨ . ۴ تمرین
کنید. حساب را جدید تابع لاپلاس تبدیل .( موج نیم شده سو (ی

ل ش به م دهیم، نشان f(t) با را آن که جدید تابع حل.
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قضیه طبق است. T = 2π تناوب اصل عدد با متناوب تابع ی بالا تابع که است واضح است.
داریم بالا

F (s) =
1

1− e−Ts

∫ T

0

e−stf(t)dt =
1

1− e−2πs

∫ 2π

0

e−stf(t)dt =

1

1− e−2πs

∫ 2π

π

e−stf(t)dt =
1

1− e−2πs

∫ 2π

π

−e−st sin tdt =

1

1− e−2πs

[
e−st(s sin t+ cos t)

s2 + 1

]2π
π

=
1

1− e−2πs

e−2πs(eπs + 1)

s2 + 1
.

است. جز به  جز آخر تساوی انتگرال 

لاپلاس تبدیل از گیری انتگرال و گیری مشتق ٩ . ۴
را لاپلاس معکوس تبدیل و لاپلاس تبدیل محاسبه که کرد خواهیم بیان را قضیه دو بخش این در

م پذریم. اثبات بدون را قضیه دو این م کنند. ساده
شرایط در [0,∞) روی f(t) تابع کنیم فرض لاپلاس) تبدیل از گیری (مشتق .٩ . ١ . ۴ قضیه
در باشد. F (s) لاپلاس تبدیل دارای و کند صدق ،٢ . ٢٢ . ۴ قضیه لاپلاس، تبدیل وجود قضیه

داریم صورت این

(−1)nL(tnf(t)) = L((−t)nf(t)) = F (n)(s) =
dnF (s)

dsn
.

م دهیم قرار ابتدا کنیم. حساب را g(t) = t2 sin t تابع لاپلاس تبدیل م خواهیم .٩ . ٢ . ۴ مثال
داریم لاپلاس تبدیل از گیری مشتق قضیه طبق حال .F (s) = 1

s2+1
که م دانیم .f(t) = sin t

L(g(t)) = L(t2 sin t) = L((−t)2 sin t) = F ′′(s) = (
1

s2 + 1
)′′ =

6s− 2

(s2 + 1)3
.

داریم کنیم. حساب را G(s) = ln s
s−1

لاپلاس معکوس تبدیل م خواهیم .٩ . ٣ . ۴ مثال

G′(s) =
−1

s(s− 1)
.

داریم لذا .G′(s) = L((−t)g(t)) داریم باپلاس تبدیل از گیری مشتق قضیه طبق اما

L−1(G′(s)) = −tg(t) ⇒ g(t) =
−1

t
L−1(G′(s)).

اما

L−1(G′(s)) = L−1(
−1

s(s− 1)
) = −

∫ t

0

exdx = −(et − 1).
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بنابراین
g(t) =

−1

t
L−1(G′(s)) =

1

t
(et − 1).

که م دانیم کنیم. حساب را
∫∞
0

te−2t sin(2t)dt انتگرال م خواهیم .۴ . ٩ . ۴ مثال

G(s) = L(t sin(2t)) =
∫ ∞

0

te−st sin(2t)dt.

طبق حال .F (s) = 2
s2+4

که م دانیم .f(t) = sin(2t) و g(t) = t sin(2t) م دهیم قرار حال
داریم لاپلاس تبدیل از گیری مشتق قضیه

G(s) = L(g(t)) = L(t sin t) = −F ′(s) = −(
2

s2 + 4
)′ =

4s

(s2 + 4)2
.

داریم اما

G(2) =

∫ ∞

0

te−2t sin(2t)dt =
8

(4 + 4)2
=

1

8
.

شرایط در [0,∞) روی f(t) تابع کنیم فرض لاپلاس) تبدیل از گیری (انتگرال .۵ . ٩ . ۴ قضیه
اگر باشد. F (s) لاپلاس تبدیل دارای و کند صدق ،٢ . ٢٢ . ۴ قضیه لاپلاس، تبدیل وجود قضیه

.L(f(t)
t
) =

∫∞
s

F (x)dx داریم آنگاه باشد موجود limx→0+
f(t)
t

f(t) = کنیم فرض کنیم. حساب را g(t) = cos t−cos(2t)
t

لاپلاس تبدیل م خواهیم .۶ . ٩ . ۴ مثال
قضیه طبق بنابراین .F (s) = s

s2+1
− s

s2+4
اما .limx→0+

f(t)
t

= 0 داریم cos t − cos(2t)

داریم لاپلاس تبدیل از گیری انتگرال

L(g(t)) =
∫ ∞

s

F (x)dx =

∫ ∞

s

(
x

x2 + 1
− x

x2 + 4
)dx =[

ln(x2 + 1)

2
− ln(x2 + 4)

2

]∞
s

=

[
1

2
ln(

x2 + 1

x2 + 4
)

]∞
s

=
1

2
ln(

s2 + 4

s2 + 1
).

انتگرال قضیه طبق کنیم. پیدا را G(s) = s
(s2−4)2

لاپلاس معکوس تبدیل م خواهیم .٩ . ٧ . ۴ مثال
لذا .L(g(t)

t
) =

∫∞
s

G(x)dx داریم لاپلاس از ∫گیری ∞

s

G(x)dx =

∫ ∞

s

(
x

(x2 − 4)2
)dx =

[
1

2

−1

x2 − 4

]∞
s

=
1

2(s2 − 4)
.

داریم نتیجه در

g(t)

t
= L−1(

∫ ∞

s

G(x)dx) =
1

2
L−1(

1

s2 − 4
) =

1

4
sinh(2t).

.g(t) = t
4
sinh(2t) بنابراین
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کنید. حساب را te−t
∫ t

0
e2x sin xdx تابع لاپلاس تبدیل .٩ . ٨ . ۴ تمرین

مشتق قضیه طبق باشد. F (s) لاپلاس تبدیل با f(t) = e−t
∫ t

0
e2x sinxdx کنیم فرض حل.

داریم لاپلاس تبدیل از گیری

L(te−t

∫ t

0

e2x sinxdx) = −L(tf(t)) = −F ′(s).

طبق باشد. g(t) =
∫ t

0
e2x sinxdx کنیم فرض منظور این برای کنیم. محاسبه را F (s) باید پس

را G(s) باید ابتدا پس .F (s) = L(e−t
∫ t

0
e2x sin xdx) = G(s+ 1) داریم انتقال اول قضیه

داریم انتقال اول قضیه طبق بنابراین باشد. h(t) = e2t sin t کنیم فرض حال کنیم. حساب

G(s) = L(
∫ t

0

e2x sin xdx) =
1

s
H(s) =

1

s
(L(e2t sin t)) = 1

s
(

1

(s− 2)2 + 1
).

داریم بنابراین

F ′(s) = (G(s+ 1))′ = (
1

s+ 1
(

1

(s− 1)2 + 1
))′ =

−s(3s− 2)

(s+ 1)2(s2 − 2s+ 2)2
.

.L(te−t
∫ t

0
e2x sin xdx) = s(3s−2)

(s+1)2(s2−2s+2)2
پس

کنید. حساب را G(s) = cot−1(s+ 1) لاپلاس معکوس تبدیل .٩ . ٩ . ۴ تمرین

.G′(s) = −1
(s+1)2+1

داریم کنیم. استفاده لاپلاس از گیری مشتق قضیه از م خواهیم حل.
بنابراین

L(tg(t)) = −G′(s) ⇒ tg(t) = L−1(
1

(s+ 1)2 + 1
).

لذا

L−1(
1

(s+ 1)2 + 1
) = L−1(

1

(s+ 1)2 + 1
) = e−t sin t.

است. g(t) = 1
t
e−t sin t نتیجه در

کنید. پیدا را G(s) = s+2
(s2+4s+5)2

لاپلاس معکوس تبدیل .٩ . ١٠ . ۴ تمرین

لذا .L(g(t)
t
) =

∫∞
s

G(x)dx داریم لاپلاس از گیری انتگرال قضیه طبق ∫حل. ∞

s

G(x)dx =

∫ ∞

s

(
x+ 2

(x2 + 4x+ 5)2
)dx =

[
1

2

−1

x2 + 4x+ 5

]∞
s

=

1

2(s2 + 4s+ 5)
.
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داریم نتیجه در

g(t)

t
= L−1(

∫ ∞

s

G(x)dx) =
1

2
L−1(

1

s2 + 4s+ 5
) =

1

2
L−1(

1

(s+ 2)2 + 1
) =

1

2
e−2t sin t.

.g(t) = t
2
e−2t sin t بنابراین

حساب را
∫∞
0

e−at−e−bt

t
dt انتگرال مقدار ،b و a متمایز حقیق عدد دو برای .٩ . ١١ . ۴ تمرین

کنید.

داریم طرف از .F (s) = 1
s+a

− 1
s+b

که م دانیم .f(t) = e−at − e−bt که کنیم فرض حل.
لاپلاس تبدیل از گیری انتگرال قضیه طبق .g(t) = f(t)

t
کنیم فرض .limx→0+

f(t)
t

= b − a
داریم

G(s) =

∫ ∞

0

e−st e
−at − e−bt

t
dt = L(f(t)

t
) =

∫ ∞

s

F (x)dx =∫ ∞

s

(
1

x+ a
− 1

x+ b
)dx =

[
ln(

x+ a

x+ b
)

]∞
s

= ln(
s+ b

s+ a
).

.G(0) =
∫∞
0

e−at−e−bt

t
dt = ln( b

a
) لذا

( پیچش (ضرب کانولوشن ١٠ . ۴
این در که دارد وجود کانولوشن نام به کارآمد بسیار ابزار ی لاپلاس معکوس تبدیل محاسبه برای

م دهیم. آموزش را آن بخش
م کنیم. آغاز زیر تعریف با

g(t) و f(t) کانولوشن باشند. [0,∞) روی تابع دو g(t) و f(t) کنیم فرض .١٠ . ١ . ۴ تعریف
م شود تعریف زیر صورت به

(f ∗ g)(t) =
∫ t

0

f(x)g(t− x)dx.

م دهیم. نشان f ∗ g با را (f ∗ g)(t) گاه راحت برای

به گیری (انتگرال است زیر صورت به g(t) = et و f(t) = t تابع دو کانولوشن .١٠ . ٢ . ۴ مثال
جزبه جز) روش

(f ∗ g)(t) =
∫ t

0

f(x)g(t− x)dx =

∫ t

0

xet−xdx = et − t− 1.
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همواره c حقیق عدد و h و g ،f توابع برای کانولوشن) مقدمات (خواص .١٠ . ٣ . ۴ گزاره
داریم:

.f ∗ g = g ∗ f (١)
.f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h (٢)

.f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h (٣)
.f ∗ 0 = 0 ∗ f = 0 (۴)

.(cf) ∗ g = f ∗ (cg) = c(f ∗ g) (۵)

است). کارساز موارد برخ اثبات در u = t− x متغیر (تغییر است راست سر اثبات اثبات.

کانولوشن مورد در اما .x2 ≥ 0 داریم x حقیق عدد هر برای همواره که شود دقت .۴ . ١٠ . ۴ تذکر
این در باشد. f(t) = cos t کنید فرض مثلا .(f ∗ f) ≥ 0 ندارد لزوم یعن نیست، اینگونه

صورت

(f ∗ f)(t) =
∫ t

0

f(x)f(t− x)dx =∫ t

0

cos x cos(t− x)dx =
1

2

∫ t

0

(cos t+ cos(2x− t))dx =
t cos t− sin t

2
.

f با لزوما f ∗ 1 که است واضح همچنین است. منف مقداری (f ∗ f)(π) که است واضح حال
نیست مساوی

(f ∗ 1)(t) =
∫ t

0

cos(x)dx = sin t ̸= cos t = f(t).

چیزی آن اثبات چند (هر م پذیریم اثبات بدون و م کنیم بیان را بخش این اساس قضیه اکنون
نیست). دوگانه گیری انتگرال ترتیب کردن عوض سپس و متغیر تغییر جز

قضیه لاپلاس، وجود قضیه در g و f توابع کنیم فرض کانولوشن) اساس (قضیه .۵ . ١٠ . ۴ قضیه
داریم صورت این در باشند. G(s) و F (s) لاپلاس تبدیل با ترتیب به و کنند صدق ،٢ . ٢٢ . ۴

L−1(F (s)G(s)) = (f ∗ g)(t).

م دهیم قرار کنیم. حساب را 1
(s−1)(s+2)

لاپلاس معکوس تبدیل م خواهیم .۶ . ١٠ . ۴ مثال

F (s) =
1

s− 1
, G(s) =

1

s+ 2
.

داریم کانولوشن اساس قضیه طبق حال .g(t) = e−2t و f(t) = et که است واضح اما

L−1(
1

(s− 1)(s+ 2)
) = L−1(F (s)G(s)) = (f ∗ g)(t) =∫ t

0

exe−2(t−x)dx =
e2t − e−3t

5
.
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م دهیم قرار کنیم. حساب را s2

(s2+1)2
لاپلاس معکوس تبدیل م خواهیم .١٠ . ٧ . ۴ مثال

F (s) =
s

s2 + 1
= G(s).

داریم کانولوشن اساس قضیه طبق حال .g(t) = f(t) = cos t که است واضح اما

L−1(
s2

(s2 + 1)2
) = L−1(F (s)G(s)) = (f ∗ g)(t) =∫ t

0

cos x cos(t− x)dx =
1

2

∫ t

0

(cos t+ cos(2x− t))dx =
t cos t− sin t

2
.

م دهیم. آموزش درادامه را لاپلاس مهم کاربرد های از ی
گوییم. انتگرال معادلات دارد، قرار انتگرال زیر مجهول تابع که معادلات در .١٠ . ٨ . ۴ تعریف
نیز مجهول تابع مشتقات شامل که هستند انتگرال معادلات آن ، انتگرال دیفرانسیل معادلات

باشند.

است. انتگرال معادله ی f(t) = t+
∫ t

0
f(x) sin xdx معادله .١٠ . ٩ . ۴ مثال

است. انتگرال دیفرانسیل معادله ی f(t) = f ′′(x)+
∫ t

0
f(x) sin xdx معادله .١٠ . ١٠ . ۴ مثال

شدن روشن برای کنیم. حل را انتگرال معادلات از برخ که م کند کم لاپلاس و کانولوشن
کنید. دنبال را زیر مثال های مطلب این

از کنیم. حل را f(t) = t+
∫ t

0
f(x) sin(t− x)dx انتگرال معادله م خواهیم .١٠ . ١١ . ۴ مثال

و دقت کم با .F (s) = 1
s2

+ L(
∫ t

0
f(x) sin(t − x)dx) داریم لذا م گیریم. لاپلاس طرفین

داریم g(t) = sin t کردن فرض با

(f ∗ g)(t) =
∫ t

0

f(x) sin(t− x)dx.

لذا .L−1(F (s)G(s)) = (f ∗ g)(t) داریم کانولوشن اساس قضیه طبق اما

L(
∫ t

0

f(x) sin(t− x)dx) = L((f ∗ g)(t)) = F (s)G(s) = F (s)
1

s2 + 1
.

نتیجه در
F (s) =

1

s2
+ F (s)

1

s2 + 1
.

.f(t) = t+ t3

6
لذا .F (s) = s2+1

s4
= 1

s2
+ 1

s4
بنابراین
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دیفرانسیل معادله م خواهیم .١٠ . ١٢ . ۴ مثال

y′′ + y′ = cos t+

∫ t

0

y′(x) sin(t− x)dx y(0) = 0 = y′(0)

از استفاده با و طرفین از گیری لاپلاس با حال دارد. y(t) جواب معادله کنیم فرض کنیم. حل را
داریم کانولوشن، اساس قضیه

s2L(y(t)) + sL(y(t)) = s

s2 + 1
+ L(

∫ t

0

y′(x) sin(t− x)dx)

s2L(y(t)) + sL(y(t)) = s

s2 + 1
+ L(y′(t))L(sin t)

s2L(y(t)) + sL(y(t)) = s

s2 + 1
+ (sL(y(t)) 1

s2 + 1

L(y(t)) = 1

s3 + s2 + s
=

1

s(s2 + s+ 1)
.

داریم آموخته ایم، لاپلاس معکوس تبدیل از که روش های با حال

y(t) = L−1(
1

s(s2 + s+ 1)
) = L−1(

1

s((s+ 1
2
)2 + 3

4

)) =

2√
3

∫ t

0

e
−x
2 sin(

√
3

2
x)dx.

م شود. رها تمرین عنوان به که است جزبه جز گیری انتگرال ی نهایی انتگرال

دیفرانسیل معادله .١٠ . ١٣ . ۴ تمرین

y′′ + 9y = t, y(0), y′(0) = 0

کنید. حل کانولوشن روش با را

داریم باشد. بالا معادله جواب y(t) = f(t) کنیم فرض حل.

1

s2
= L(t) = L(y′′) + 9L(y(t)) =

s2L(f(t))− sf(0)− f ′(0) + 9L(f(t)) = (s2 + 9)L(f(t)).

واضح اما .G(s) = 1
s2

و H(s) = 1
s2+9

م دهیم قرار حال .F (s) = L(f(t)) = 1
s2(s2+9)

لذا
داریم کانولوشن اساس قضیه طبق حال .g(t) = t و h(t) = 1

3
sin(3t) که است

L−1(
1

s2(s2 + 9)
) = L−1(H(s)G(s)) = (h ∗ g)(t) =

∫ t

0

1

3
sin(3x)(t− x)dx.

.y(t) = f(t) = 1
9
(t− 1

3
sin(3t)) داریم جزبه جز گیری انتگرال با لذا
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دیفرانسیل معادله .١۴ . ١٠ . ۴ تمرین

y′ + 2y +

∫ t

0

y(x)dx = 0 y(0) = 1

کنید. حل را

قضیه از استفاده با و طرفین از گیری لاپلاس با حال دارد. y(t) جواب معادله کنیم فرض حل.
داریم کانولوشن، اساس

sL(y(t))− 1 + 2L(y(t)) + L(
∫ t

0

y(x)dx) = 0

sL(y(t))− 1 + 2L(y(t)) + L(y(t))L(1) = 0

sL(y(t))− 1 + 2L(y(t)) + L(y(t))1
s
= 0

L(y(t)) = s

(s+ 1)2
.

داریم آموخته ایم، لاپلاس معکوس تبدیل از که روش های با حال

y(t) = L−1(
s

(s+ 1)2
) = L−1(

1

s+ 1
− 1

(s+ 1)2
) = e−t − e−tt.
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پرکاربرد توابع لاپلاس تبدیلات جدول

م دهد. قرار شما اختیار در را فصل این از خلاصه جدول این
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فصل کل تمرین های ١١ . ۴

ار ب جز به جز با سه ندارید دوست (اگر کنید حساب را
∫ 1

0
x(lnx)3dx مقدار .١١ . ١ . ۴ تمرین

برسید!). گاما تابع به مناسب متغیر تغییر با ببرید

کنید. حساب لاپلاس کم با را
∫∞
0

e−x2
dx انتگرال .١١ . ٢ . ۴ تمرین

کنید. حساب را f(t) = 4e3t − 2e−t + cos(2t) تابع لاپلاس تبدیل .١١ . ٣ . ۴ تمرین

آورید. دست به را F (s) = 3s+1
(s−1)(s2+4)

لاپلاس معکوس تبدیل .۴ . ١١ . ۴ تمرین

کنید. حساب را f(t) = t sin(2t) لاپلاس تبدیل .۵ . ١١ . ۴ تمرین

دیفرانسیل معادله .۶ . ١١ . ۴ تمرین

y′′ − 2y′ − 3y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 7

کنید. حل لاپلاس با را

کنید. حساب را G(s) = 2
s(s2+4)

معکوس تبدیل .١١ . ٧ . ۴ تمرین

کنید. پیدا را G(s) = s−1
s2(s+1)

لاپلاس معکوس تبدیل .١١ . ٨ . ۴ تمرین

تابع لاپلاس تبدیل .١١ . ٩ . ۴ تمرین

f(t) =


3 0 ≤ t < 2

−2 2 ≤ t < 5

0 5 ≤ t

کنید. حساب واحد پله ای تابع کم با را

که دهید نشان [0,∞) فاصله در h(t) پیوسته تابع برای .١١ . ١٠ . ۴ ∫تمرین ∞

0

δ(t− b)h(t)dt = h(b).

حساب انتقال اول قضیه کم با را g(t) = e−t(sin(2t) + et) لاپلاس تبدیل .١١ . ١١ . ۴ مثال
کنید.

کنید. حساب را F (s) = s−1
s(s+1)2

لاپلاس معکوس تبدیل .١١ . ١٢ . ۴ تمرین

که دهید نشان c > 0 که d و c ثابت حقیق مقادیر برای .١١ . ١٣ . ۴ تمرین

L−1(F (cs+ d)) =
1

c
e

−dt
c f(

t

c
).
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دیفرانسیل معادله .١۴ . ١١ . ۴ تمرین

y′′ − 4y′ + 4y = 8e−3t y(0) = 1, y′(0) = 1

کنید. حل را

ل ش به f(t) تابع لاپلاس تبدیل .١۵ . ١١ . ۴ تمرین

کنید. حساب را

کنید. حساب را
∫∞
0

e3tt sinh(2t)dt کنید حساب را زیر انتگرال .١۶ . ١١ . ۴ تمرین

کنید. حساب را g(t) = e−t−e−3t

t
لاپلاس تبدیل .١١ . ١٧ . ۴ تمرین

پیدا کانولوشن روش به را G(s) = s+2
(s+1)(s2+4s+5)2

لاپلاس معکوس تبدیل .١١ . ١٨ . ۴ تمرین
نیست). لازم نهایی انتگرال (محاسبه کنید

کنید. پیدا را h(t) =
∫ t

0
(t− x)2 cosxdx لاپلاس تبدیل .١١ . ١٩ . ۴ تمرین

تشریح امتحان سوالات نمونه ١٢ . ۴
کنید. حساب را زیر لاپلاس های معکوس تبدیل اصفهان) صنعت ترم (پایان .١٢ . ١ . ۴ سوال

. s
(1+s2)(1+s)2

(الف)

. se
−π
2 s

(1+s2)(1+s)2
(ب)

کسر تفکی کم با (الف) پاسخ.

s

(1 + s2)(1 + s)2
=

As+B

s2 + 1
+

Cs+D

(1 + s)2

داریم انتقال اول قضیه از اکنون .B = −D = 1
2

و A = C = 0 داریم

L−1(
s

(1 + s2)(1 + s)2
) =

1

2
L−1(

1

s2 + 1
− 1

(1 + s)2
) =

1

2

[
L−1(

1

s2 + 1
)− L−1(

1

(1 + s)2
)

]
=

1

2

[
sin t− e−tt

]
= f(t).
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حال .f(t) = 1
2
[sin t− e−tt] (الف)، طبق نتیجه در و F (s) = s

(1+s2)(1+s)2
کنیم فرض (ب)

که م دانیم انتقال دوم قضیه طبق

se
−π
2

s

(1 + s2)(1 + s)2
= e

−π
2

sF (s) = L(uπ
2
(t)f(t− π

2
)).

بنابراین

L−1(
se

−π
2

s

(1 + s2)(1 + s)2
) = uπ

2
(t)f(t− π

2
) =

1

2
uπ

2
(t)

[
sin(t− π

2
)− e−(t−π

2
)(t− π

2
)
]
.

s
s2+1

cot−1(s + 1) معکوس لاپلاس تغییر) کم با کبیر امیر صنعت ترم (پایان .١٢ . ٢ . ۴ سوال
نیست). لازم نهایی انتگرال (محاسبه کنید پیدا کانولوشن روش به را

f(t) = که است واضح .G(s) = cot−1(s + 1) و F (s) = s
s2+1

م دهیم قرار پاسخ.
کنیم. استفاده لاپلاس از گیری مشتق قضیه از م خواهیم دارد! دردسر کم g(t) محاسبه اما .cos t

بنابراین .G′(s) = −1
(s+1)2+1

داریم

L(tg(t)) = −G′(s) ⇒ tg(t) = L−1(
1

(s+ 1)2 + 1
).

لذا

L−1(
1

(s+ 1)2 + 1
) = L1(

1

(s+ 1)2 + 1
) = e−t sin t.

داریم کانولوشن اساس قضیه طبق حال است. g(t) = 1
t
e−t sin t نتیجه در

L−1(
s

s2 + 1
cot−1(s+ 1)) = L−1(F (s)G(s)) = (f ∗ g)(t) = (g ∗ f)(t)∫ t

0

1

x
e−x sin x cos(t− x).

کنید حل لاپلاس تبدیل با را زیر دیفرانسیل معادله اصفهان) صنعت ترم (پایان .١٢ . ٣ . ۴ سوال

y′′ + 2y′ + 2y = u1(t), y′(0) = 0 = y(0).

داریم پاسخ.

e−s

s
= L(u1(t)) = L(y′′ + 2y′ + 2y) = L(y′′) + 2L(y′) + 2L(y) =

s2L(y(t))− sy(0)− y′(0) + 2(sL(y(t)− y(0)) + 2L(y(t)) =
s2L(y(t)) + 2sL(y(t)) + 2L(y(t)).
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تبدیل کم با نتیجه در .F (s) = 1
s(s2+2s+2)

کنیم فرض حال .L(y(t)) = e−s

s(s2+2s+2)
لذا

داریم انتقال اول قضیه سپس و انتگرال لاپلاس

1

s(s2 + 2s+ 2)
= L( 1

s((s+ 1)2 + 1)
) = L(

∫ t

0

e−x sinxdx) =

L(1
2
− e−t(cos t+ sin t)

2
).

داریم انتقال دوم قضیه کم با اکنون .f(t) = 1
2
− e−t(cos t+sin t)

2
بنابراین

L(u1(t)f(t− 1)) =
e−s

s(s2 + 2s+ 2)
.

لذا

y(t) = L−1(
e−s

s(s2 + 2s+ 2)
) = (u1(t)f(t− 1) =

u1(t)(
1

2
− e−(t−1)(cos(t− 1) + sin(t− 1))

2
).

کنید پیدا را F (s) = 1
s
tan−1(1

s
) معکوس تبدیل کبیر) امیر صنعت ترم (پایان .۴ . ١٢ . ۴ سوال

نیست). لازم نهایی گیری (انتگرال

لاپلاس تبدیل از گیری مشتق کم با را g(t) ابتدا .G(s) = tan−1(1
s
) کنیم فرض پاسخ.

G′(s) = لاپلاس تبدیل از گیری مشتق قضیه از .G′(s) = −1
s2+1

داریم م کنیم. حساب
داریم لذا و L(−tg(t))

L−1(G′(s)) = −tg(t) ⇒ g(t) =
−1

t
L−1(G′(s)).

اما

L−1(G′(s)) = L−1(
−1

s2 + 1
) = − sin t.

F (s) = داریم انتگرال لاپلاس تبدیل قضیه طبق حال .g(t) = −1
t
L−1(G′(s)) = sin t

t
بنابراین

لذا .1
s
G(s) = L(

∫ t

0
g(x)dx)

L−1(F (s)) =

∫ t

0

g(x)dx =

∫ t

0

sin x

x
dx.

کنید. حساب را f(t) =
∫ t

0
sin3 xdx لاپلاس تبدیل اصفهان) صنعت ترم (پایان .۵ . ١٢ . ۴ سوال
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داریم انتگرال لاپلاس تبدیل قضیه طبق .g(t) = sin3 t کنیم فرض پاسخ.

L(f(t)) = L(
∫ t

0

sin3 xdx) =
1

s
G(s).

لذا .g(t) = 3 sin t−sin(3t)
4

بنابراین .sin(3t) = 3 sin t− 4 sin3 t م دانیم اما

G(s) = L(3 sin t− sin(3t)

4
) =

1

4
(L(3 sin t)− L(sin(3t)) =

1

4
(

3

s2 + 1
− 3

s2 + 9
).

پس
L(f(t)) = 1

s
G(s) =

1

s
(
1

4
(

3

s2 + 1
− 3

s2 + 9
)).

حساب را f(t) = t2e3t
∫ t

0
e2x−e4x

t
dtلاپلاس تبدیل کبیر) امیر صنعت ترم (پایان .۶ . ١٢ . ۴ سوال

کنید.

کنیم فرض ابتدا کامل! تقریبا سوال ی پاسخ.

g(t) = e2x − e4x, h(t) =
e2x − e4x

t
.

تبدیل از گیری انتگرال قضیه طبق بنابراین .G(s) = 1
s−2

− 1
s−4

اما .limx→0+
g(t)
t

= −2 داریم
داریم لاپلاس

H(s) = L(h(t)) =
∫ ∞

s

G(x)dx =

∫ ∞

s

(
1

x− 2
− 1

x− 4
)dx =

[ln(x− 2)− ln(x− 4)]∞s =

[
ln(

x− 2

x− 4
)

]∞
s

= ln(
s− 4

s− 2
).

داریم انتگرال لاپلاس تبدیل طبق اما

K(s) = L(
∫ t

0

e2x − e4x

t
dt) = L(

∫ t

0

h(t)dt) =
1

s
H(s).

داریم انتقال اول قضیه طبق

T (s) = L(e3t
∫ t

0

e2x − e4x

t
dt) = K(s− 3).

داریم لاپلاس تبدیل از گیری مشتق قضیه طبق اکنون

L(f(t)) = L(t2e3t
∫ t

0

e2x − e4x

t
dt) = T ′′(s).
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لذا

T ′′(s) = (K(s− 3))′′ = (
s− 7

(s− 3)(s− 5)
)′′ = − s2 − 14s+ 41

(s− 3)2(s− 5)2
.

باشد. F (s) لاپلاس تبدیل دارای f(x) کنید فرض اصفهان) صنعت ترم (پایان .١٢ . ٧ . ۴ سوال
آورید. دست به F (s) حسب بر را g(x) = xeaxf(x) لاپلاس تبدیل صورت این در

داریم انتقال اول قضیه طبق باشد. h(x) = eaxf(x) کنیم فرض پاسخ.

H(s) = L(h(x)) = L(eaxf(x)) = F (s− a).

داریم لاپلاس تبدیل از گیری مشتق قضیه طبق حال

L(g(x)) = L(xh(x)) = −H ′(s) = −(F (s− a))′ = −F ′(s− a).

حساب را 1
s2+2s+1

ln s2+4
s2

لاپلاس معکوس تبدیل کبیر) امیر صنعت ترم (پایان .١٢ . ٨ . ۴ سوال
کنید

م دهیم قرار نیم. م   استفاده کانولوشن اساس قضیه از پاسخ.

F (s) =
1

s2 + 2s+ 1
, G(s) = ln

s2 + 4

s2
.

.f(t) = e−t sin t انتقال اول قضیه کم با بنابراین Fو (s) = 1
(s+1)2+1

داریم که است واضح اما
از گیری مشتق قضیه طبق اما .G′(s) = −8

s3+4s
داریم داریم! دردسر کم g(t) محاسبه برای اما

داریم لذا .G′(s) = L(−tg(t)) داریم باپلاس تبدیل

L−1(G′(s)) = −tg(t) ⇒ g(t) =
−1

t
L−1(G′(s)).

اما

L−1(G′(s)) = L−1(
−8

s3 + 4s
) = −8L−1(

1

s(s2 + 4)
) =

− 4

∫ t

0

sin(2x)dx = 2 cos(2t).

بنابراین
g(t) =

−1

t
L−1(G′(s)) =

−2

t
cos(2t).

داریم کانولوشن اساس قضیه طبق حال

L−1(
1

s2 + 2s+ 1
ln

s2 + 4

s2
) = L−1(F (s)G(s)) = (f ∗ g)(t) =∫ t

0

e−x sin x
−2

t− x
cos(2(t− x))dx.

نیست! نظر مد نهایی گیری انتگرال کانولوشن سوالات در معمولا
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اصل عدد با تابع ی f(x) کنیم فرض تغییر) کم با اصفهان صنعت ترم (پایان .١٢ . ٩ . ۴ سوال
کنید. حساب را f(x) لاپلاس تبدیل .f(x) = [x2] داریم 0 ≤ x ≤

√
3 برای و باشد

√
3 تناوب

داریم متناوب تابع لاپلاس تبدیل قضیه طبق پاسخ.

L(f(x)) = 1

1− e−Ts

∫ T

0

e−sxf(x)dx =

1

1− e−
√
3s

[∫ 1

0

e−sx[x2]dx+

∫ √
2

1

e−sx[x2]dx+

∫ √
3

√
2

e−sx[x2]dx

]
=

1

1− e−
√
3s

[
0 +

∫ √
2

1

e−sxdx+

∫ √
3

√
2

2e−sxdx

]
=

1

1− e−
√
3s

[
e−s + e−

√
2s − 2e−

√
3s

s

]
.

کنید حل را زیر معادله کبیر) امیر صنعت ترم (پایان .١٢ . ١٠ . ۴ سوال

xy′′ + (3x− 1)y′ − (4x+ 9)y = 0, y(0) = 0.

است زیر ل ش به معادله جالب! امتحان سوال ی پاسخ.

xy′′ + 3xy′ − y′ − 4xy − 9y = 0.

م گیریم لاپلاس طرفین از

0 = L(0) = L(xy′′) + 3L(xy′)− L(y′)− 4L(xy(x))− 9L(y(x)).

.Y = Y (s) = L(y(x)) کنیم فرض راحت برای کنیم. حساب را لاپلاس ها تک به تک باید حال
مشتق طبق اما .L(y′) = sY − y(0) = sY داریم مشتق لاپلاس تبدیل طبق که است واضح

داریم لاپلاس تبدیل از گیری

L(xy(x)) = −[L(y(x))]′ = −Y ′.

لاپلاس تبدیل طبق پس .L(xy′′) = −(L(y′′))′ داریم لاپلاس تبدیل از گیری مشتق طبق همچنین
داریم مشتق

L(xy′′) = −(L(y′′))′ = −(s2Y − sy(0)− y′(0))′ =

− (s2Y − y′(0))′ = −2sY − s2Y ′.

لاپلاس تبدیل طبق پس .L(xy′) = −(L(y′))′ داریم لاپلاس تبدیل از گیری مشتق طبق همچنین
داریم مشتق

L(xy′) = −(L(y′))′ = −(sY − y(0))′ = −(sY )′ = −Y − sY ′.
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م کنیم ذاری جای را بالا موارد اکنون

0 = L(xy′′) + 3L(xy′)− L(y′)− 4L(xy(x))− 9L(y(x))
0 = −2sY − s2Y ′ − 3Y − 3sY ′ − sY + 4Y ′ + 9Y

Y ′ =
−3s− 12

s2 + 3s− 4
Y =

−3

s− 1
Y.

لذا پذیر! جدایی اول مرتبه معادله ی .dY
Y

= −3
s−1

ds داریم یعن

lnY = −3 ln(s− 1) + ln c = ln(c(s− 1)−3).

داریم انتقال اول قضیه کم با بنابراین .Y = Y (s) = c
(s−1)3

نتیجه در

y(x) = L−1(
c

(s− 1)3
) = cL−1(

1

(s− 1)3
) = cexx2.

کنید حل را زیر انتگرال معادله اصفهان) صنعت ترم (پایان .١٢ . ١١ . ۴ سوال

exy(x) = xe−x +

∫ x

0

y(u)eu cos(x− u)du.

Y (s) = کنیم فرض راحت برای م گیریم. لاپلاس طرفین از ! امتحان خوب سوال ی پاسخ.
داریم انتقال اول قضیه از لذا .L(y(x))

Y (s− 1) =
1

(s+ 1)2
+ L(

∫ x

0

y(u)eu cos(x− u)du).

داریم g(t) = cos x و f(x) = exy(x) کردن فرض با و دقت کم با

(f ∗ g)(t) =
∫ x

0

y(u)eu cos(x− u)du.

آن در که L−1(F (s)G(s)) = (f ∗ g)(t) داریم کانولوشن اساس قضیه طبق اما

F (s) = Y (s− 1), G(s) =
s

s2 + 1
.

لذا

F (s)G(s) = Y (s− 1)
s

s2 + 1
= L((f ∗ g)(t)) = L(

∫ x

0

y(u)eu cos(x− u)du).

نتیجه در
Y (s− 1) =

1

(s+ 1)2
+ Y (s− 1)

s

s2 + 1
.
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لذا .Y (s− 1) = s2+1
(s+1)2(s2−s+1)

بنابراین

Y (s) =
(s+ 1)2 + 1

(s+ 1 + 1)2((s+ 1)2 − (s+ 1) + 1)
=

s2 + 2s+ 2

(s+ 2)2(s2 + s+ 1)
.

داریم حال

y(x) = L−1(
s2 + 2s+ 2

(s+ 2)2(s2 + s+ 1)
) = L−1(

1

3(s2 + s+ 1)
+

2

3(s+ 2)2
) =

1

3
L−1(

1

s2 + s+ 1
) +

2

3
L−1(

1

(s+ 2)2
) =

1

3
L−1(

1

(s+ 1
2
)2 + 3

4

)

+
2

3
L−1(

1

(s+ 2)2
) =

2

3
√
3
e−

1
2
x sin(

√
3

2
x) +

2

3
e−xx.

کنید حل را زیر معادله اصفهان) صنعت ترم (پایان .١٢ . ١٢ . ۴ سوال

y′′ + y = uπ
2
(x)δ(x− π

2
) +

∫ x

0

uπ
2
(x− u) cosudu, y(0) = y′(0) = 0.

مجزا را دوم طرف لاپلاس های ابتدا کار راحت برای اما م گیریم. لاپلاس طرفین از پاسخ.
داریم انتقال دوم قضیه طبق م کنیم. حساب

L(uπ
2
(x)δ(x− π

2
)) = e−

π
2
sL(δ(x− π

2
+

π

2
)) = e−

π
2
sL(δ(x)) = e−

π
2
s.

پس .g(x) = uπ
2
(x) و f(x) = cos x م کنیم فرض م کنیم. استفاده کانولوشن اساس قضیه از

L(f ∗ g(x)) = L(
∫ x

0

uπ
2
(x− u) cosudu) =

L(cosx)L(uπ
2
(x)) =

s

s2 + 1

e−
π
2
s

s
=

e−
π
2
s

s2 + 1
.

قضیه کم با .L(y(x)) = Y (s) = Y م دهیم قرار راحت برای م دهیم. پاسخ را سوال حال
داریم مشتق لاپلاس تبدیل

L(y′′) + L(y) = L(uπ
2
(x)δ(x− π

2
)) + L(

∫ x

0

uπ
2
(x− u) cosudu)

s2Y + Y = e−
π
2
s +

e−
π
2
s

s2 + 1
⇒ Y =

e−
π
2
s

s2 + 1
+

e−
π
2
s

(s2 + 1)2

داریم انتقال دوم قضیه طبق آوریم. دست به را لاپلاس معکوس تبدیل باید اکنون

L−1(
e−

π
2
s

s2 + 1
) = uπ

2
(x) sin(x− π

2
).
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م دهیم قرار داریم! دردسر کم دوم معکوس لاپلاس تبدیل برای

F (s) =
1

s2 + 1
, G(s) =

e−
π
2
s

s2 + 1
.

قضیه طبق حال .g(x) = uπ
2
(x) sin(x − π

2
) بالا طبق و f(x) = sin x که است واضح اما

داریم کانولوشن اساس

L−1(
e−

π
2
s

(s2 + 1)2)
= L−1(F (s)G(s)) = (f ∗ g)(x) =∫ x

0

sin vuπ
2
(x− v) sin(x− v − π

2
)dv = h(x).

.y(x) = uπ
2
(x) sin(x− π

2
)+h(x) داریم نتیجه در نیست. لازم معمولا کانولوشن گیری انتگرال

تست  سوالات نمونه ١٣ . ۴

برای لاپلاس تبدیل a(s+1)
s2+4

تابع که کنید تعیین طوری را a مقدار (٨٠ فضا و هوا (آزاد .١
باشد. 2 sin(2t) + 4 cos(2t)

١ (۴) ٢ (٣) ۴ (٢) ٣ (١)

است. کدام L( cos
√
x√

x
) آنگاه L(sin

√
x) =

√
πe

−1
4P

2P
3
2

اگر (٧٨ ریاض (سراسری .٢
√
πe

−1
4P

P
1
2

(٢)
√
πe

−P
4

P
1
2

(١)
√
πe

−1
4P

2P
1
2

(۴) −3
√
πe

−1
4P

2P
5
2

+ e
−1
4P

4P
1
3

(٣)

کدام ty′′+2y′+ ty = 0 دیفرانسیل معادله جواب لاپلاس تبدیل (٧٢ انی م (سراسری .٣
است.

c− y(0) tan−1 s (٢) 1√
1+s2

(١)
y(0)(π

2
+ tan−1 s) (۴) −y(0)

1+s2
(٣)

است. کدام t− t cos t لاپلاس تبدیل (٨۵ ریاض (سراسری .۴
− 1+3s2

(s+s3)2
(٢) 1−3s2

s+s3
(١)

1+3s2

s+s3
(۴) 1+3s2

(s+s3)2
(٣)

است. کدام f(t) باشد، ln s
s−1

با برابر f(t) لاپلاس تبدیل اگر (٧۶ انی م (سراسری .۵
e−t−t−1

t
(٢) e−t−1

t
(١)

et+t−1
t

(۴) et−1
t

(٣)
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با است برابر 1

(s−2)
1
2

لاپلاس معکوس تبدیل (٧٩ کشت معماری (سراسری .۶

t
−1
2 e2t√
π

(٢) t
−1
2 et√
π

(١)
t
−1
2 e−t
√
π

(۴) t
−1
2 e−2t
√
π

(٣)

است. کدام te−3t cos(3t) لاپلاس تبدیل (٨۴ ریاض (سراسری .٧
s2+6s

(s2+6s+18)2
(٢) s2+5s+7

(s2+6s+18)2
(١)

s2−6s
s2+6s−18

(۴) s2−5s
s2+6s+18)

(٣)

با است برابر f(t) ،F (s) = e−πs

(1+s)2+1
اگر (٧٠ انی م (سراسری .٨

uπ(t)e
(t−π) sin(t− π) (٢) uπ(t)e

−(t−π) sin(t− π) (١)
uπ(t)e

(t−π) sin(t) (۴) uπ(t)e
−(t−π) sin(t) (٣)

است. کدام f(t) = |sin(at)| (a > 0) تابع لاپلاس تبدیل (٨٧ ریاض (سراسری .٩
a

s2+a2
tanh(πs

2a
) (٢) a

s2+a2
coth(πs

a
) (١)

a
s2+a2

tanh(πs
a
) (۴) a

s2+a2
coth(πs

2a
) (٣)

با است برابر f(t) = e−t
∫ t

0
xexdx لاپلاس تبدیل (٨١ فضا و هوا (سراسری .١٠

1
s2(s2+1)

(٢) 1
s2(s−1)2

(١)
1

s(s−1)2
(۴) 1

s2(s+1)
(٣)

کدام y(t) +
∫ t

0
y(τ)y(t − τ)dτ = sin t انتگرال معادله جواب (٨۶ برق (سراسری .١١

است.
2

3
√
3
sin(

√
3)− t

3
(٢) t+ sin t (١)

2
3
√
3
sin(

√
3) + t

3
(۴) 2

3
sin(

√
3) + t

3
(٣)

x′(0) = اولیه شرایط با x′′+3x = 2δ(t) دیفرانسیل معادله جواب (٨۶ هسته ای (سراسری .١٢
است. کدام x(0) = 0

2
3
sin 3t (٢) 2 sin

√
3t (١)

2√
3
sin

√
3t (۴) 2

3
sin

√
3t (٣)

با است برابر
∫∞
0

e−2t cos tdt انتگرال مقدار (٨١ فضا و هوا (سراسری .١٣
1
5

(۴) 2
5

(٣) 1
3

(٢) 2
3

(١)

با است برابر
∫ 1

0
du√
− lnu

انتگرال مقدار (٨١ انی م (سراسری .١۴
2
√
π (۴)

√
π
2

(٣) π
2

(٢)
√
π (١)

١۵۴



۵ فصل

دیفرانسیل معادلات دستگاه با آشنایی

چند از معمولا معادلات دستگاه م کنیم. معرف را دیفرانسیل معادلات دستگاه های فصل این در
نم کنیم بررس را معادلات دستگاه انواع همه اما است. شده یل تش معمول دیفرانسیل معادله
دستگاه روی ما اصل تمرکز البته م کنیم. محدود اول مرتبه خط معادلات دستگاه به را خود و

م کنیم. آغاز را کار زیر مقدمات بخش با است. ثابت ضرایب با خط معادلات

خط جبر بر مقدمه ای ١ . ۵
دستگاه ها حل برای خودمان نیاز اندازه داریم. خط جبر و ماتریس ها مطالعه به نیاز کم بخش این در
است: آشنا زیر مفاهیم با دانشجو که است این بر ما فرض آورد. خواهیم را خط جبر مطالب
تفاضل ماتریس ها‐ جمع ماتریس ها‐ تساوی ‐ همان ماتریس صفر‐ ماتریس ماتریس‐ تعریف
‐ الحاق ماتریس ترانهاده‐ ماتریس ماتریس‐ در عدد ضرب ماتریس ها‐ ضرب ماتریس ها‐
روش افزوده‐ ماتریس معکوس‐ ماتریس محاسبه روش معکوس‐ ماتریس ماتریس‐ دترمینان

ماتریس. کردن ان پل سطری برای جردن و گوس
م کنیم. شروع را کار زیر تعریف با حال

یعن مجهول، n با معادله n از مجموعه ای به .١ . ١ . ۵ تعریف

a11x1 + ...+ a1nxn = b1
...
an1x1 + ...+ annxn = bn

صورت به را دستگاه این راحت برای گاه گوییم. (جبری) عددی خط معادلات دستگاه ی
ماتریس X = (x1, ..., xn)

t ضرایب، ماتریس A = (aij) که م دهیم نمایش AX = B

در و ن هم دستگاه به باشد B = O اگر است. شرط ماتریس B = (b1, ..., bn)
t و مجهولات

گوییم. ن هم غیر را دستگاه صورت این غیر
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م پذیریم. اثبات بدون را زیر قضیه های حال
است. برقرار زیر موارد AX = B دستگاه برای .١ . ٢ . ۵ قضیه

X = جواب فقط دستگاه آنگاه باشد داشته ناصفر دترمینان یعن باشد پذیر معکوس A اگر (١)
دارد. صفر بدیه جواب فقط دستگاه آنگاه باشد B = O اگر ویژه به دارد. A−1B

بیشمار یا ندارد جواب یا دستگاه آنگاه باشد صفر آن دترمینان یعن نباشد پذیر معکوس A اگر (٢)
دارد. جواب

AX = O ن هم دستگاه آنگاه باشد صفر آن دترمینان یعن نباشد پذیر معکوس A اگر (٣)
دارد. جواب بیشمار بدیه جواب بر علاوه

آن دترمینان یعن نباشد پذیر معکوس A اگر باشد. A∗ برابر A الحاق ماتریس کنیم فرض (۴)
هر برای که شرط به است جواب بیشمار دارای AX = B ن هم غیر دستگاه آنگاه باشد صفر

باشیم داشته م کند، صدق A∗W = 0 در که W = (w1, ..., wn)
t

b1w1 + b2w2 + ...+ bnwn = 0.

است. معروف کرامر روش به زیر قضیه
قرار دارد. فرد به منحصر جواب AX = B دستگاه کنیم فرض کرامر) (روش .١ . ٣ . ۵ قضیه
A iام ستون در B ستون بردار ذاری جای از حاصل ماتریس Ai آن در که xi =

detAi

detA
م دهیم

است. دستگاه فرد به منحصر جواب همان X = (x1, ..., xn)
t صورت این در است.

در است. تر کل مفهوم خط استقلال اما شدید. آشنا توابع خط استقلال با سوم فصل در
گفت. خواهیم آشنایی حد در خط استقلال و برداری فضای مورد در کم ادامه

صورت به تابع دو کنیم فرض همچنین باشد. ناته مجموعه ی V کنیم فرض .۴ . ١ . ۵ تعریف
باشیم داشته اختیار در زیر

α : V × V −→ V β : R× V −→ V

زیر خواص در که (V, α, β) سه تایی ی یعن R حقیق اعداد روی برداری فضای از منظور
کند. صدق

.α(o, v) = α(v, o) باشیم داشته v ∈ V هر برای که باشد o ∈ V مانند عضوی (١)
.α(u, v) = α(v, u) = o باشیم داشته که باشد موجود u ∈ V ،v ∈ V هر برای (٢)

.α(u, v) = α(v, u) باشیم داشته u, v ∈ V هر برای (٣)
.α(u, α(v, w)) = α(α(u, v), w) باشیم داشته u, v, w ∈ V هر برای (۴)

.β(1, v) = v باشیم داشته v ∈ V هر برای (۵)
.β(ab, v) = β(a, β(b, v) باشیم داشته a, b ∈ R هر و v ∈ V هر برای (۶)

.β(a+ b, v) = β(a, v) + β(b, v) باشیم داشته a, b ∈ R هر و v ∈ V هر برای (٧)
.β(a, α(u, v)) = β(a, u) + β(a, v) باشیم داشته a ∈ R هر و u.v ∈ V هر برای (٨)

م کند صدق (١) خاصیت در که عضوی به گوییم. بردار معمولا برداری فضای ی اعضای به
گوییم. (عدد) الر اس در ضرب تابع β به و جمع تابع α به همچنین گوییم. جمع خنث عضو

آن دبستان از که حقیق اعداد معمول جمع همان α تابع و باشد V = R کنیم فرض .۵ . ١ . ۵ مثال
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صورت این در .(.) گرفته اید یاد دبستان از که باشد معمول ضرب همان هم β و (+) آموخته اید را
م کند: صدق زیر خواص در زیرا است. R روی برداری فضای ی (R,+, .) سه تایی

.a+ 0 = 0 + a = a داریم a ∈ R هر برای (١)
.a+ (−a) = (−a) + a = 0 که دارد وجود −a حقیق عدد a ∈ R هر برای (٢)

.a+ b = b+ a داریم b و a حقیق عدد دو هر برای (٣)
.a+ (b+ c) = (a+ b) + c داریم c و b ،a حقیق عدد سه هر برای (۴)

.1.a = a داریم a حقیق عدد هر برای (۵)
.(ab)c = a(bc) داریم c و b ،a حقیق عدد سه هر برای (۶)

.(a+ b)c = ac+ bc داریم c و b ،a حقیق عدد سه هر برای (٧)
.a(b+ c) = ab+ ac داریم c و b ،a حقیق عدد سه هر برای (٨)

باشد حقیق اعداد درایه های با m × n ماتریس های مجموعه با برابر V کنیم فرض .۶ . ١ . ۵ مثال
ضرب همان هم β و (+) آموخته اید را آن دبیرستان از که ماتریس ها معمول جمع همان α تابع و
سه تایی صورت این در .(.) گرفته اید یاد دبیرستان از که باشد ماتریس در حقیق عدد معمول

م کند: صدق زیر خواص در زیرا است. R روی برداری فضای ی (V,+, .)
است. صفر ماتریس O که A+O = O + A = A داریم A ماتریس هر برای (١)

.A+ (−A) = (−A) + A = O که دارد وجود −A ماتریس A ماتریس هر برای (٢)
.A+B = B + A داریم B و A ماتریس دو هر برای (٣)

.A+ (B + C) = (A+B) + C داریم C و B ،A ماتریس سه هر برای (۴)
.1.A = A داریم A ماتریس هر برای (۵)

.(ab)A = a(bA) داریم b و a حقیق عدد دو و A ماتریس هر برای (۶)
.(a+ b)A = aA+ bA داریم b و a حقیق عدد دو و A ماتریس هر برای (٧)

.a(A+B) = aA+ aB داریم a حقیق عدد و B و A ماتریس دو هر برای (٨)
سطری ماتریس صورت به V اعضای که م دانیم باشد. Rn با برابر V کنیم فرض .١ . ٧ . ۵ مثال
نیز n×1 ستون ماتریس نمایش از نیز (گاه 1×n ماتریس های یعن است. X = (x1, ..., xn)
و (+) آموخته اید را آن دبیرستان از که مولفه به مولفه معمول جمع همان α تابع م کنیم). استفاده
طبق پس .(.) گرفته اید یاد دبیرستان از که باشد مولفه ها در حقیق عدد معمول ضرب همان هم β

است. R روی برداری فضای ی (V,+, .) سه تایی قبل مثال
X = (x1, x2) ت صور به V اعضای که م دانیم باشد. R2 با برابر V کنیم فرض .١ . ٨ . ۵ مثال

باشد زیر صورت به α تابع کنیم فرض حال .1× 2 ماتریس های یعن است.

α((x1, x2), (y1, y2)) = (x1 + 1, y2 + 1)

سه تایی .(.) گرفته اید یاد دبیرستان از که باشد مولفه ها در حقیق عدد معمول ضرب همان هم β و
داریم مثال برای ندارد. را (٣) خاصیت مثلا زیرا نیست. R روی برداری فضای ی (V,+, .)

α((1, 1), ((0, 2)) = (1 + 1, 2 + 1) = (2, 3) ̸=
α((0, 2), ((1, 1)) = (0 + 1, 1 + 1) = (1, 2).

جبری جمع حاصل یعن برداری، فضای ی در بردار چند خط ترکیب از منظور .١ . ٩ . ۵ تعریف
بردارها. آن از مضرب هایی
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است. R2 برداری فضای در (0, 1) و (1, 1) بردار دو از خط ترکیب (2, 1) بردار .١ . ١٠ . ۵ مثال
زیرا

(2, 1) = 2.(1, 1)− 1.(0, 1).

بردارهای گوییم باشد. o خنث عضو با برداری فضای ی (V,+, .) کنیم فرض .١ . ١١ . ۵ تعریف
در که ci ∈ R برای هرگاه هستند خط مستقل R روی V از vn ،...،v1

c1.v1 + c2.v2 + ...+ cn.vn = o

خط وابسته آن ها به نباشند خط مستقل viها اگر .c1 = ... = cn = 0 شود نتیجه کند، صدق
گوییم.

ی معمول ضرب و جمع با R روی V = R3 مثلا که دیدید بالا مثال های در .١ . ١٢ . ۵ مثال
c2 ،c1 حقیق اعداد برای اگر حال است. o = (0, 0, 0) خنث عضو دارای که است برداری فضای

باشیم داشته c3 و

c1.(1, 0, 0) + c2.(0, 1, 0) + c3.(0, 0, 1) = (0, 0, 0)

(c1, 0, 0) + (0, c2, 0) + (0, 0, c3) = (0, 0, 0) ⇒ (c1, c2, c3) = (0, 0, 0)

مستقل e3 = (0, 0, 1) و e2 = (0, 1, 0) ،e1 = (1, 0, 0) بنابراین .c1 = c2 = c3 = 0 لذا
هستند. خط

ی معمول ضرب و جمع با R روی V = R3 مثلا که دیدید بالا مثال های در .١ . ١٣ . ۵ مثال
،c1 = 2 حقیق اعداد برای حال است. o = (0, 0, 0) خنث عضو دارای که است برداری فضای

داریم c3 = 0 و c2 = −1

2.(1, 1, 0) +−1.(2, 2, 1) + 1.(0, 0, 1) =

(2, 2, 0) + (−2,−2,−1) + (0, 0, 1) = (0, 0, 0)

نیستند. خط مستقل (0, 0, 1) و (2, 2, 1) ،(1, 1, 0) لذا

که λ مقدارهای به باشد. حقیق درایه های با مربع ماتریس A کنیم فرض .١۴ . ١ . ۵ تعریف
ستون بردار گوییم. A ماتریس ویژه مقدار های م شود حاصل det(A − λI) = 0 معادله از

گوییم. λ ویژه مقدار نظیر ویژه بردار را م کند صدق (A− λI)V = O در که V ناصفر

کنیم. پیدا را A =

(
3 −1
4 −2

)
ماتریس ویژه بردارهای و ویژه مقادیر م خواهیم .١۵ . ١ . ۵ مثال

پس

0 = det(A− λI) = det

((
3 −1
4 −2

)
− λ

(
1 0
0 1

))
=

det

(
3− λ −1
4 −2− λ

)
= λ2 − λ− 2.
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ویژه بردار حال هستند. A ویژه مقادیر همان که هستند λ2 = −1 و λ1 = 2 بالا معادله ریشه های
داریم م کنیم. پیدا را λ1 )نظیر

0
0

)
= O = (A− λ1I)V =

(
1 −1
4 −4

)(
v1
v2

)
دلخواه مقدار هر و نیست مشخص مقدارشان اما باشد v1 = v2 که م کند اجبار بالا دستگاه

بنویسیم و v1 = v2 = c کنیم فرض م توانیم کند. اختیار م تواند

V =

(
v1
v2

)
=

(
c
c

)
= c

(
1
1

)
.

به م شود، حاصل c = 1 برای که را انتخاب ترین ساده اما داریم. V برای انتخاب بیشمار پس
به .V = (1, 1)t با است برابر λ1 = 2 با متناظر ویژه بردار پس م گیریم. نظر در نماینده عنوان

م شود. حاصل V = (1, 4)t ویژه بردار λ2 = −1 برای مشابه صورت

کنید حل را زیر دستگاه کرامر روش با .١۶ . ١ . ۵ )تمرین
3 −1
4 −2

)(
x1

x2

)
=

(
1
1

)
.

درس متن قضیه طبق یعن این و دارد ناصفر دترمینان ضرایب ماتریس که شود دقت حل.
داریم کرامر روش طبق حال دارد. تا ی جواب دستگاه

x1 =
detA1

detA
=

det

(
1 −1
1 −2

)
det

(
3 −1
4 −2

) =
1

2

و

x2 =
detA2

detA
=

det

(
3 1
4 1

)
det

(
3 −1
4 −2

) =
1

2

است. دستگاه جواب X = (1
2
, 1
2
)t حال

خط مستقل ویژه بردار دو ماتریس این آیا کنید. پیدا را زیر ماتریس ویژه مقادیر .١ . ١٧ . ۵ تمرین
دارد؟

A =

(
1 −1
1 3

)
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داریم حل.

0 = det(A− λI) = det

((
1 −1
1 3

)
− λ

(
1 0
0 1

))
=

det

(
1− λ −1
1 3− λ

)
= λ2 − 4λ+ 4.

هستند. تکراری و هستند A ویژه مقادیر همان که هستند λ2 = 2 و λ1 = 2 بالا معادله ریشه های
داریم م کنیم. پیدا را λ1 = λ2 = 2 نظیر ویژه بردار دوم، قسمت به پاسخ )برای

0
0

)
= O = (A− λ1I)V =

(
−1 −1
1 1

)(
v1
v2

)
دلخواه مقدار هر و نیست مشخص مقدارشان اما باشد v1 + v2 = 0 که م کند اجبار بالا دستگاه

بنویسیم و v2 = −c نتیجه در و v1 = c کنیم فرض م توانیم کند. اختیار م تواند

V =

(
v1
v2

)
=

(
c
−c

)
= c

(
1
−1

)
.

عنوان به م شود، حاصل c = برای1 که را انتخاب ترین ساده اما داریم. V برای انتخاب بیشمار پس
.V = (1,−1)t با است برابر λ1 = λ2 = 2 با متناظر ویژه بردار پس م گیریم. نظر در نماینده
مضربی باید ری دی ویژه هربردار که است مشخص ویژه، مقادیر تکرار و ویژه بردار ساختن نحوه از

ندارد. خط مستقل ویژهای بردار ماتریس این یعن این باشد. V از ناصفر

هر که دهید نشان سپس کنید. پیدا ( خط (مستقل ویژه بردار دو زیر ماتریس برای .١ . ١٨ . ۵ تمرین
ماتریس این ر دی عبارت به است، ( خط (مستقل ویژه بردار دو آن از خط ترکیب ر دی ویژه بردار

ندارد! خط مستقل ویژه بردار سه

A =

 5 −3 −2
8 −5 −4
−4 3 3


مقدار فقط ماتریس این پس .(λ− 1)3 = 0 داریم det(A−λI) = 0 معادله یل تش با حل.
4v1 − 3v2 − معادله (A− λI)V = 0 یل تش با است. شده تکرار بار سه که دارد λ = 1 ویژه

داریم v2 = 2 ،v1 = 0 انتخاب با م شود. حاصل 2v3 = 0

V1 = (0, 2,−3)t

ویژه بردار ی V2 = (1, 0, 2)t داریم v2 = 0 ،v1 = 1 انتخاب با است. ویژه بردار ی که
باشیم داشته اگر زیرا هستند. خط مستقل V2 و V1 که م دهد نشان ساده بررس ی است.
که م شود نتیجه فاصله بلا .(c2, 2c1,−3c1 +2c) = (0, 0, 0) آنگاه باشد c1.V1 + c2.V2 = o
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V درایه های پس باشد. دلخواه ویژه بردار ی V = (x, y, z)t کنیم فرض اکنون .c1 = c2 = 0

پس .z = 2x− 3
2
y یعن م کند. صدق 4x− 3y − 2z = 0 معادله xدر

y
z

 =

 x
y

2x− 3
2
y

 =

 x
0
2x

+

 0
y

−3
2
y

 = x

1
0
2

− 1

2
y

 0
2
−3

 =

xV2 −
1

2
yV1

است. تمام مسئله حل و است V2 و V1 از خط ترکیب V پس

دیفرانسیل معادلات دستگاه ٢ . ۵

مجهول ی داشتن جای به یعن معادلات دستگاه از منظور شده اید، متوجه قبل بخش از که همانطور
منظور که است طبیع دارید. اختیار در معلومات تعداد ی معلوم ی جای به و مجهولات تعداد ی
تابع ها از دسته ای دنبال حقیقت در باشند. تابع ها مجهولات یعن دیفرانسیل معادلات دستگاه از ما

کنند. صدق روابط از دسته ی در که هستیم
م کنیم. آغاز تعریف با را کار اکنون

مشتقات یعن اول مرتبه ( (معمول دیفرانسیل معادلات دستگاه ی از منظور .٢ . ١ . ۵ تعریف
،... ،y1 مجهول توابع و t مستقل متغییر از توابع برحسب را yn ،... ،y1 مجهول توابع اول مرتبه

ر دی عبارت به داریم. اختیار در yn
y′1 = f1(t, y1, y2, ..., yn)

y′2 = f2(t, y1, y2, ..., yn)
...
y′n = fn(t, y1, y2, ..., yn)

.

به همچنین
y′1 = f1(t, y1, y2, ..., yn)

y′2 = f2(t, y1, y2, ..., yn)
...
y′n = fn(t, y1, y2, ..., yn)

y1(a) = b1, y2(a) = b2, ..., yn(a) = bn.

گوییم. (مرزی) اولیه شرایط با اول مرتبه دیفرانسیل معادلات دستگاه
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است اول مرتبه ( (معمول دیفرانسیل معادلات دستگاه ی زیر دستگاه .٢ . ٢ . ۵ مثال
y′1 = t+ y2

y′2 = y1 + y22
y′3 = cos t+ y1

.

.f1(x, y1, y2, y3) = t+ y2 داریم مثلا و هستند مجهول توابع y3 و y2 ،y1 دستگاه این در

در که yn ،... ،y1 توابع ارائه یعن چیست! جواب از ما منظور که است واضح .٢ . ٣ . ۵ تذکر
y′1 = f1(t, y1, y2, ..., yn)

y′2 = f2(t, y1, y2, ..., yn)
...
y′n = fn(t, y1, y2, ..., yn)

(∗)

جواب ها همه ارائه دهیم. ارائه را ن مم جواب های تمام اینکه یعن هم حل از ما منظور کنند. صدق
کند، صدق شرط دسته ی در که باشد نظر مد جوابی هرگاه و عموم جواب را فرمول ی تحت
دیفرانسیل معادلات دستگاه دید). خواهید را مربوطه مثال های ادامه (در گوییم خصوص جواب
جواب اصلا یا جواب بیشمار جواب، ی است ن مم دیفرانسیل معادله مشابه اول، مرتبه معمول
داشته را جواب تایی ی و جواب وجود قضیه نیز اینجا در که است طبیع خیل بنابراین باشد. نداشته

حقیق اعداد کل روی جواب آن لزوما ول دارد وجود جواب باشند پیوسته (∗) در fiها اگر باشیم.
و موجود yn ،... ،y1 به نسبت fiها مشتقات اگر بعلاوه باشد. بازه ی روی است ن مم و نیست

است. تا ی جواب آن باشد پیوسته

دستگاه این که دید خواهید آموختید، را

{
(y′1)

2 + 4 = 0

y′2 = y1
دستگاه حل روش وقت .۴ . ٢ . ۵ مثال

دستگاه همچنین ندارد. جواب اصلا حقیق اعداد }در
(y′1)

2 + y22 = 0

y′2 = y1
y1(0) = y2(0) = 3

دستگاه همچنین ندارد! جواب }اصلا
y′1 = 1

y′2 = y1
y1(0) = y2(0) = 0

دارد. جواب ی فقط

مزیت سبب به م کنیم معرف را اول مرتبه دیفرانسیل معادلات دستگاه ما چرا که این .۵ . ٢ . ۵ تذکر
دیفرانسیل معادله ی م شود مجهول مناسبی تعداد کردن اضافه با که است آن مزیت ی است. آن
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دیفرانسیل معادله مثلا کرد. تبدیل اول مرتبه دیفرانسیل معادلات دستگاه ی به را ی از بالاتر مرتبه
اولیه شرایط با دوم مرتبه

2y′′ − 5y′ + y = 0 y(3) = 6, y′(3) = −1

فرض است کاف کرد. تبدیل اولیه شرایط با اول مرتبه دیفرانسیل معادلات دستگاه ی به م توان را
داریم حال .y′ = y2 ،y = y1 }کنیم

y′1 = y′ = y2

y′2 = y′′ = 5
2
y′ − 1

2
y = 5

2
y2 − 1

2
y1

.

}لذا
y′1 = y2

y′2 =
5
2
y2 − 1

2
y1

y1(3) = 6, y2(3) = −1.

مرتبه خط دیفرانسیل معادلات دستگاه روی ما تمرکز شد اشاره فصل اول در که همانطور
بررس درس دوره این در و است پیچیده کم خط غیر دیفرانسیل معادلات دستگاه است. اول

است لازم ابتدا اما م کنیم. ساده کم را دیفرانسیل معادلات دستگاه تعریف ادامه در لذا نم شود.
کنیم. معرف نماد و تعریف کم

م کنیم. آغاز زیر جدید تعریف با
توابع حقیق اعداد جای به A مانند m× n ماتریس ی درایه های کنیم فرض .۶ . ٢ . ۵ تعریف
م دهیم. نشان A(t) با را آن و گوییم ماتریس تابع A به صورت این در باشد. مقدار حقیق

یعن

A(t) =


f11(t) .. f1n(t)
f21(t) ... f2n(t)

...
fm1(t) ... fmn(t)

 .

است. ماتریس تابع ی A(t) =

 sin t t2

1 + t2 tan t
0 1

t

 ماتریس .٢ . ٧ . ۵ مثال

A(t) گوییم آنگاه باشد پیوسته بازه ی یا نقطه ی در A(t) درایه های همه اگر .٢ . ٨ . ۵ تعریف
هرگاه است پذیر مشتق A(t) گوییم صورت همین به است. پیوسته بازه آن یا و نقطه آن در
همچنین م دهیم. نشان dA

dt
یا A′(t) با را مطلب این و باشد پذیر مشتق A(t) درایه های همه

صورت به را آن و م کنیم تعریف درایه های انتگرال را، ماتریس تابع نامعین) (یا معین انتگرال
م دهیم. نشان (

∫
A(t)dt (یا

∫ b

a
A(t)dt
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نقاط سایر در اما نیست! پیوسته t = 0 در A(t) =

 sin t t2

1 + t2 et

0 1
t

 ماتریس تابع .٢ . ٩ . ۵ مثال

است. پیوسته نیستند، t = 0 شامل که بازه هایی و

.A′(t) =

(
cos t 2t
2t 1 + tan2 t

)
داریم A(t) =

(
sin t t2

1 + t2 tan t

)
برای .٢ . ١٠ . ۵ مثال

داریم A(t) =
(
0 cos t
et et + 1

)
ماتریس تابع برای .٢ . ١١ . ۵ ∫مثال

A(t)dt =

(
c1 sin t+ c2

et + c3 et + t+ c4

)
=

(
0 sin t
et et + t

)
+

(
c1 c2
c3 c4

)
.

تعمیم قابل ماتریس توابع برای انتگرال و دیفرانسیل حساب قضیه های از بسیاری .٢ . ١٢ . ۵ تذکر
.[A(t)B(t)]′ = A(t)B′(t) +A′(t)B(t) داریم B(t) و A(t) ماتریس توابع برای مثلا است.

اول مرتبه معادلات دستگاه هرگاه .٢ . ١٣ . ۵ تعریف
y′1 = f1(t, y1, y2, ..., yn)

y′2 = f2(t, y1, y2, ..., yn)
...
y′n = fn(t, y1, y2, ..., yn)

داریم اول مرتبه خط معادلات دستگاه ی گوییم بنویسیم زیر ل ش به بتوانیم را
y′1 = f11(t)y1 + f12(t)y2 + ...+ f1n(t)yn + g1(t)

y′2 = f21(t)y1 + f22(t)y2 + ...+ f2n(t)yn + g2(t)
...
y′n = f11(t)y1 + fn2(t)y2 + ...+ fnn(t)yn + g3(t)

صفر ها gi(t) همه اگر هستند. t مستقل متغییر از متغیر ی توابع fij(t)ها و gi(t)ها آن در که
ن هم غیر دستگاه به باشد ناصفر gi(t)ها از ی حداقل اگر گوییم. ن هم دستگاه به باشند
fij(t)ها اگر گوییم. خط غیر دستگاه آن به نشود نوشته بالا صورت به دستگاه اگر گوییم.

گوییم. ثابت ضرایب با خط دستگاه به باشند ( حقیق (عدد ثابت توابع

فرض با .١۴ . ٢ . ۵ تذکر

A(t) =


f11(t) ... f1n(t)
f21(t) ... f2n(t)

...
fn1(t) ... fnn(t)

 , Y =


y1
y2
...
yn

 , B(t) =


g1(t)
g2(t)

...
gn(t)
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دارد. Y ′ = A(t)Y +B(t) ماتریس ل ش اول مرتبه خط معادلات دستگاه ی

همچنین و است ثابت ضرایب با خط ن هم

{
y′1 = y2

y′2 =
5
2
y2 − 1

2
y1

دستگاه .١۵ . ٢ . ۵ مثال

.A(t) =
(

0 1
−1

2
5
2

)
هستند!). سوم فصل قضایای مشابه قضایا (این م پذیریم اثبات بدون را زیر قضیه های حال

در را Y ′ = A(t)Y + B(t) خط دیفرانسیل معادلات دستگاه کنیم فرض .١۶ . ٢ . ۵ قضیه
دارد. I بازه روی جواب دستگاه آنگاه باشند پیوسته I بازه روی B(t) و A(t) اگر داریم. اختیار

اختیار در را Y ′ = A(t)Y ن هم خط دیفرانسیل معادلات دستگاه کنیم فرض .٢ . ١٧ . ۵ قضیه
جواب ی cY1+Y2 ،c حقیق عدد برای آنگاه باشند دستگاه این جواب دو Y2 و Y1 اگر داریم.

است. دستگاه

اختیار در را Y ′ = A(t)Y ن هم خط دیفرانسیل معادلات دستگاه کنیم فرض .٢ . ١٨ . ۵ قضیه
جواب nتا تعداد دستگاه آنگاه باشد n×n مربع ماتریس و پیوسته I بازه روی A(t) اگر داریم.
نیستند. تا ی لزوما و گوییم پایه جواب جواب، n این به که دارد Un ،... ،U1 مانند خط مستقل

است. پایه جواب های این از خط ترکیب دستگاه ر دی جواب هر

معادلات دستگاه برای Un ،... ،U1 مانند جواب nتا تعداد کنیم فرض .٢ . ١٩ . ۵ تعریف
ماتریس و پیوسته I بازه روی A(t) و داریم اختیار در را Y ′ = A(t)Y ن هم خط دیفرانسیل

،... ،U1 جواب nتا ین رونس [U1(t)|...|Un(t)] ماتریس دترمینان به آنگاه باشد n× n مربع
م دهیم. نشان W (U1, ..., Un) با و گوییم Un

دیفرانسیل معادلات دستگاه برای Un ،... ،U1 مانند جواب nتا تعداد کنیم فرض .٢ . ٢٠ . ۵ قضیه
مربع ماتریس و پیوسته I بازه روی A(t) و داریم اختیار در را Y ′ = A(t)Y ن هم خط

W (U1, ..., Un) اگر تنها و اگر هستند پایه) (جواب خط مستقل Un ،... ،U1 باشد. n × n
باشد. ناصفر

دیفرانسیل معادلات دستگاه برای Un ،... ،U1 مانند جواب nتا تعداد کنیم فرض .٢ . ٢١ . ۵ قضیه
مربع ماتریس و پیوسته I بازه روی A(t) و داریم اختیار در را Y ′ = A(t)Y ن هم خط
نم شود. صفر هرگز یا و است صفر یا I روی W (U1, ..., Un) صورت این در باشد. n× n

دیفرانسیل معادلات دستگاه Unبرای ،... ،U1 مانند جواب nتا تعداد کنیم فرض .٢ . ٢٢ . ۵ نتیجه
مربع ماتریس و پیوسته I بازه روی A(t) و داریم اختیار در را Y ′ = A(t)Y ن هم خط

برای اگر تنها و اگر هستند پایه) (جواب خط مستقل Un ،... ،U1 صورت این در باشد. n×n
باشد. ناصفر W (U1(x0), ..., Un(x0)) ،x0 ∈ I ی
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با است برابر V (t) =

(
t2

2t

)
و U(t) =

(
t
1

)
ین رونس .٢ . ٢٣ . ۵ مثال

W (U(t), V (t)) = det (U(t)|V (t)) = det

(
t t2

1 2t

)
= 2t2 − t2 = t2.

ن هم خط دیفرانسیل معادلات دستگاه عموم جواب Yg که کنیم فرض .٢۴ . ٢ . ۵ قضیه
اگر باشد. n × n مربع ماتریس و پیوسته I بازه روی A(t) همچنین و باشد Y ′ = A(t)Y

عموم جواب YG = Yg + Yp آنگاه باشد Yp خصوص جواب دارای Y ′ = A(t)Y +B(t)
است. Y ′ = A(x)Y +B(x) ن هم غیر دستگاه برای

بعض در و آبل قضیه به که م کند بازسازی دستگاه برای را ٢۶ . ٣ . ٣ تمرین بخش این آخر قضیه
است. معروف آبل‐لیوویل قضیه به منابع

دستگاه Unبرای ،... ،U1 مانند جواب nتا تعداد کنیم فرض آبل‐لیوویل) (قضیه .٢۵ . ٢ . ۵ قضیه
پیوسته I بازه روی A(t) و داریم اختیار در را Y ′ = A(t)Y ن هم خط دیفرانسیل معادلات
مرتبه معادله در W (t) تابع .W (t) = det [U1(t)|...|Un(t)] و باشد n×n مربع ماتریس و

م کند صدق زیر اول
W ′ = (f11(t) + ...+ fnn(t))W.

معادله دستگاه ی به را y′′+ f1(x)y
′+ f0(x)y = 0 دیفرانسیل معادله (الف) .٢۶ . ٢ . ۵ تمرین

کنید. تبدیل دیفرانسیل
بنویسید. را (الف) در حاصل دستگاه ماتریس ل ش (ب)

٢۶ . ٣ . ٣ تمرین با سپس و نوشته (الف) در شده حاصل دستگاه برای را آبل‐لیوویل قضیه (ج)
کنید. مقایسه

است. x مستقل متغیر اینجا در که شود دقت حل.
داریم حال .y′ = y2 y = y1 کنیم فرض است کاف }(الف)

y′1 = y′ = y2

y′2 = y′′ = −f1(x)y
′ − f0(x)y = −f1(x)y2 − f0(x)y1

.

}لذا
y′1 = y2

y′2 = −f1(x)y2 − f0(x)y1
.

داریم (الف) طبق )(ب)
y′1
y′2

)
=

(
0 1

−f0(x) −f1(x)

)(
y1
y2

)
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است. دو اندازه از و مربع ماتریس A(x) آن در که است خط ن هم دستگاه ی که
قضیه طبق آنگاه باشد U2 و U1 مانند دلخواه جواب دو ین رونس W اگر (ب)، قسمت طبق (ج)

داریم آبل‐لیوویل
W ′ = (0 + (−f1(x))W = −f1(x)W.

است. شده مطرح ٢۶ . ٣ . ٣ تمرین در که است همان بالا معادله

ن هم معادلات دستگاه برای پایه جواب مجموعه دو ین رونس که دهید نشان .٢ . ٢٧ . ۵ تمرین
هستند. هم از مضربی Y ′ = A(x)Y

ی Vn ،... ،V1 و W1 ین رونس با پایه جواب مجموعه ی Un ،... ،U1 کنیم فرض حل.
قضیه طبق آنگاه باشد A(t) = (fij(t)) اگر باشد. W2 ین رونس با ر دی پایه جواب مجموعه

داریم آبل‐لیوویل

W ′
1 = (f11(t) + ...+ fnn(t))W1, W ′

2 = (f11(t) + ...+ fnn(t))W2.

جواب های دارای پذیر جدایی اول مرتبه دیفرانسیل معادله دو این

W1 = ce
∫
(f11(t)+...+fnn(t))dx, W2 = c′e

∫
(f11(t)+...+fnn(t))dx

ی که است واضح آنگاه c′ = 0 یا c = 0 یعن باشند صفر برابر W2 یا W1 اگر حال هستند.
ناصفرند.لذا c′ و c یعن هستند، ناصفر دو هر W2 و W1 کنیم فرض بنابراین است. ر دی مضرب

.W2 =
c′

c
W1

با خط دیفرانسیل معادلات دستگاه حل برای اویلر روش ٣ . ۵
ویژه) ویژه‐بردار (مقدار ثابت ضرایب

خط دیفرانسیل معادلات دستگاه حل برای که شد خواهیم متوجه ٢۴ . ٢ . ۵ قضیه به گذرا نگاه با
حل را ن هم دستگاه که داریم نیاز ابتدا ن، غیرهم خط دیفرانسیل معادلات با مشابه ن هم غیر
جواب معضل بتوانیم اگر حقیقت در کنیم. پیدا دستگاه برای خصوص جواب ی سپس و کنیم
برای وقت آن کنیم حل را ن غیرهم خط معادلات دستگاه ی از نظیر ن هم دستگاه عموم
مواجه خصوص جواب ی دانستن معضل با خط ن غیرهم معادلات دستگاه عموم جواب ارائه
بتوانید تا م دهیم آموزش را روش چند زیر در اما ندارد. ان ام خصوص جواب ارائه همیشه هستیم!

کنید. پیدا را خصوص جواب
یعن م شود، استفاده ثابت ضرایب با خط دیفرانسیل معادلات دستگاه برای اویلر روش

دیفرانسیل معادلات دستگاه حل روش ابتدا است. حقیق اعداد از ضرایبA(t)درایه هایش ماتریس
دستگاه برای خصوص جواب ی یافتن نحوه سپس و م دهیم آموزش را ثابت ضرایب با خط
دستگاه عموم جواب ٢۴ . ٢ . ۵ قضیه طبق نتیجه در ثابت. ضرایب با خط دیفرانسیل معادلات
با ضرایب ماتریس بخش این کل در م آید. دست به ثابت ضرایب با خط دیفرانسیل معادلات

است. حقیق اعداد از درایه هایی
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ثابت ضرایب با ن هم خط معادلات دستگاه
م پذیریم. اثبات بدون را آن و م کنیم شروع زیر قضیه با

اختیار در را Y ′ = AY ثابت ضرایب با ن هم خط معادلات دستگاه کنیم فرض .٣ . ١ . ۵ قضیه
و حقیق A برای λn ،... ،λ1 ویژه مقادیر اگر است. n×n و مربع ماتریس A آن در که داریم
دستگاه عموم جواب و هستند خط مستقل ویژه مقادیر نظیر ویژه بردارهای آنگاه باشند متمایز

صورت به
Yg = c1V1e

λ1t + c2V2e
λ2t + ...+ cnVne

λnt

است). نظر مد بیشتر ٣ یا ٢ برابر n) است λi نظیر ویژه بردار Vi هر که است

ثابت ضرایب با ن هم خط دیفرانسیل معادلات دستگاه جواب م خواهیم .٣ . ٢ . ۵ )مثال
y′1
y′2

)
=

(
3 −1
4 −2

)(
y1
y2

)

پس کنیم. پیدا را A =

(
3 −1
4 −2

)
ماتریس ویژه بردارهای و ویژه مقادیر ابتدا کنیم. پیدا را

0 = det(A− λI) = det

((
3 −1
4 −2

)
− λ

(
1 0
0 1

))
=

det

(
3− λ −1
4 −2− λ

)
= λ2 − λ− 2.

مقادیر این هستند. A ویژه مقادیر همان که هستند λ2 = −1 و λ1 = 2 بالا معادله ریشه های
داریم م کنیم. پیدا را λ1 نظیر ویژه بردار حال هستند. متمایز و )حقیق

0
0

)
= O = (A− λ1I)V1 =

(
1 −1
4 −4

)(
v1
v2

)
دلخواه مقدار هر و نیست مشخص مقدارشان اما باشد v1 = v2 که م کند اجبار بالا دستگاه

بنویسیم و v1 = v2 = c کنیم فرض م توانیم کند. اختیار م تواند

V1 =

(
v1
v2

)
=

(
c
c

)
= c

(
1
1

)
.

به م شود، حاصل c = 1 برای که را انتخاب ترین ساده اما داریم. V1 برای انتخاب بیشمار پس
به .V1 = (1, 1)t با است برابر λ1 = 2 با متناظر ویژه بردار پس م گیریم. نظر در نماینده عنوان

داریم ٣ . ١ . ۵ قضیه طبق حال است. V2 = (1, 4)t ویژه بردار λ2 = −1 برای مشابه صورت

Yg = c1V1e
λ1x + c2V2e

λ2t = c1

(
1
1

)
e2t + c2

(
1
4

)
e−x.
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آنها تعداد که است خط مستقل ویژه بردارهای دارد اهمیت که مطلبی ٣ . ١ . ۵ قضیه در .٣ . ٣ . ۵ تذکر
مقدارهای گاه اما باشد. برابر ن هم خط معادلات دستگاه ضرایب مربع ماتریس مرتبه با باید
ماتریس مرتبه تعداد به لزوما نتوانیم که م شود سبب مطلب این باشند! تکراری است ن مم ویژه

ی در ضرایب ماتریس اگر مثلا برای دارد. وجود هم استثناهایی اما باشیم. داشته ویژه بردار مربع
ماتریس آن ویژه مقدارهای تمام آنگاه باشد مقدار حقیق و متقارن خط ن هم معادلات دستگاه
مستقل ویژه بردارهای مناسب اندازه به م توان بعلاوه و م پذیریم) را مطلب (این هستند حقیق
٣ . ١ . ۵ قضیه از سپس شوند. تکرار و نباشند متمایز ویژه مقدارهای چند هر کرد پیدا هم از خط

است. مفید بهتر درک برای زیر مثال کرد. استفاده عموم جواب نوشتن برای

ثابت ضرایب با ن هم خط دیفرانسیل معادلات دستگاه جواب م خواهیم .۴ . ٣ . ۵ y′1مثال
y′2
y′3

 =

0 1 1
1 0 1
1 1 0

y1
y2
y3


کنیم. پیدا را A =

0 1 1
1 0 1
1 1 0

 متقارن ماتریس ویژه بردارهای و ویژه مقادیر ابتدا کنیم. پیدا را

به λ2 = λ3 = −1 و λ1 = 2 ویژه مقادیر det(A−λI) = −λ3+3λ+2 = 0 معادله حل از
نظیر ویژه بردار حال است! شده تکرار آنها از ی اما هستند حقیق ویژه مقادیر این م آیند. دست

داریم م کنیم. پیدا را λ10
0
0

 = O = (A− λ1I)V1 =

−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2

v1
v2
v3


م کنیم. پیدا را λ2 نظیر ویژه بردار حال م رسیم. V1 = (1, 1, 1)t ویژه بردار به دستگاه این حل با

0داریم
0
0

 = O = (A− λ1I)V2 =

1 1 1
1 1 1
1 1 1

v1
v2
v3


مشخص را v3 و بدهیم مقدار v2 و v1 به م توانیم .v1 + v2 + v3 = 0 داریم دستگاه این حل با
V2 = (0, 1,−1)t ویژه بردار به پس .v3 = −1 داریم v2 = 1 و v1 = 0 برای مثلا کنیم.
V3 = (1, 0,−1)t ویژه بردار به پس .v3 = −1 داریم v2 = 0 و v1 = 1 انتخاب با م رسیم.

خط مستقل نیز V1 با (حت هستند خط مستقل V3 و V2 که دید م توان راحت به م رسیم.
داریم ٣ . ١ . ۵ قضیه طبق و م شوند)

Yg = c1V1e
λ1t + c2V2e

λ2t + c3V3e
λ2t =

c1

1
1
1

 e2t + c2

 0
1
−1

 e−t + c3

 1
0
−1

 e−t.

١۶٩



گاه دارد. اهمیت خط مستقل بردارهای تعداد کردیم اشاره بالا در که همانطور .۵ . ٣ . ۵ تذکر
خط مستقل ویژه بردار م توان هم باز اما نیست متقارن نیز ماتریس و دارد تکرار ویژه مقادیر اوقات

کنید. توجه زیر مثال به کرد. ارائه مناسب تعداد به

ماتریس کنیم. پیدا را Y ′ =

 3 −1 2
3 −1 6
−2 2 −2

Y دستگاه جواب م خواهیم .۶ . ٣ . ۵ مثال

بردار دارد. λ2 = λ3 = 2 تکرار دو با ویژه مقدار و λ1 = −4 مقدار فقط دستگاه این ضرایب
داریم λ2 = λ3 ویژه بردار برای اما است. V1 = (1, 3,−2)t صورت به λ1 ویژه

(A− λ2I)V2 = 0 ⇒

 1 −2 2
3 −3 6
−2 2 −4

v1
v2
v3

 =

0
0
0


نشان معادلات این م کنیم. دریافت v1 − v2 + v3 = 0 و v1 − 2v2 + 2v3 = 0 معادله دو پس
در و v3 = 0 ،v2 = 1 کنیم فرض بار ی بنابراین خیر! v1 اما م پذیرند مقدار آزاد v3 و v2 م دهند
کنیم فرض ر دی بار ی است. λ2 = λ3 برای ویژه بردار ی V2 = (1, 1, 0)t پس .v1 = 1 نتیجه
λ2 = λ3 برای ویژه بردار ی V3 = (−2, 0, 1)t پس .v1 = −2 نتیجه در و v3 = 1 ،v2 = 0
طبق پس هستند. خط مستقل ویژه بردار سه V3 و V2 ،V1 م دهد نشان ساده بررس ی است.

است. Yg = c1V1e
λ1t + (c2V2 + c3V3)e

λ2t صورت به جواب ٣ . ١ . ۵ قضیه

و باشد داشته ویژه مقدار تکرر ماتریس ی است ن مم کرده اید مشاهده ١ . ١٧ . ۵ تمرین در
معادلات دستگاه نباشد! بالا مثال های و تذکرات مانند و ندهد دست به مستقل ویژه بردارهای لزوما
و نم دهیم پاسخ کل حالت در سوال این به کرد؟ حل باید ونه چ را ماتریس چنین دیفرانسیل

م دهیم. قرار اختیارتان در را پاسخ n = 3 یا n = 2 که حالت برای و زیر قضیه های تحت
م کنیم. شروع زیر قضیه با م پذیریم. اثبات بدون را زیر قضیه های

اختیار در را Y ′ = AY ثابت ضرایب با ن هم خط معادلات دستگاه کنیم فرض .٣ . ٧ . ۵ قضیه
باشند λ برابر و تکراری A ویژه مقدار دو اگر است. 2× 2 و مربع ماتریس A آن در که داریم

صورت به پایه جواب های آنگاه بدهد، دست به V خط مستقل ویژه بردار ی فقط و

Y1 = eλtV, Y2 = eλt(W + t(A− λI)W )

در که است ستون برداری W آن در که است

(A− λI)W ̸= O, (A− λI)2W = O

گوییم). یافته تعمیم ویژه بردار W (به م کند صدق

دستگاه جواب م خواهیم .٣ . ٨ . ۵ مثال

Y ′ =

(
1 −1
1 3

)
Y

١٧٠



این ویژه بردار دارد. λ = 2 تکراری ویژه مقدار فقط دستگاه این ضرایب ماتریس کنیم. پیدا را
ماتریس شود (دقت است V از ناصفر مضربی ویژه بردار هر و است V = (1,−1)t ویژه مقدار
است زیر صورت به پایه جواب ی پس نیست). کارساز آموخته اید که قبل روش و نیست متقارن

Y1 = eλtV = e2t
(

1
−1

)
.

لذا کنیم. پیدا W یافته تعمیم ویژه بردار ی باید حال

(A− λI)2W = O((
1 −1
1 3

)
− 2

(
1 0
0 1

))2(
w1

w2

)
=

(
0
0

)
(
0 0
0 0

)(
w1

w2

)
=

(
0
0

)
.(A− λI)W ̸= 0 باید اما کنیم. انتخاب م توانیم را W هر اینجا تا که م دهد نشان دستگاه این

یعن

(A− 2I)W =

(
−1 −1
1 1

)(
w1

w2

)
̸=

(
0
0

)
.

قرار بر ٣ . ٧ . ۵ قضیه شرایط همه ن!) مم انتخاب ترین (ساده W = (1, 0)t انتخاب با بنابراین
صورت به ر دی پایه جواب  لذا و است

Y2 = eλt(W + t(A− λI)W ) = e2t
((

1
0

)
+ t

(
−1 −1
1 1

)(
1
0

))
=

e2t
((

1
0

)
+ t

(
−1
1

))
است. جواب Yg = c1Y1 + c2Y2 ٢ . ١٨ . ۵ قضیه طبق حال

داریم. را زیر قضیه اکنون
اختیار در را Y ′ = AY ثابت ضرایب با ن هم خط معادلات دستگاه کنیم فرض .٣ . ٩ . ۵ قضیه
دو و V ویژه بردار با ویژه مقدار ی λ اگر است. 3 × 3 و مربع ماتریس A آن در که داریم
دست به را V ′ خط مستقل ویژه بردار فقط که باشند λ′ برابر و تکراری A ر دی ویژه مقدار

صورت به پایه جواب های آنگاه م دهند،

Y1 = eλtV1, Y2 = eλ
′tV ′, Y3 = eλ

′t(W + t(A− λ′I)W )

در که است ستون برداری W آن در که است

(A− λ′I)W ̸= O, (A− λ′I)2W = O

است). یافته تعمیم ویژه بردار W ) م کند صدق

١٧١



ضرایب ماتریس کنیم. پیدا را Y ′ =

5 −4 0
1 0 2
0 2 5

Y دستگاه جواب م خواهیم .٣ . ١٠ . ۵ مثال

صورت به λ ویژه بردار دارد. λ′ = 5 تکرار دو با ویژه مقدار و λ = 0 مقدار دستگاه این

ویژه بردار اما .Y1 = eλtV =

−4
−5
2

 داریم را زیر پایه جواب پس است. V = (−4,−5, 2)t

بردار و است V ′ از ناصفر مضربی λ′ نظیر ویژه بردار هر و است V ′ = (−2, 0, 1)t صورت به λ′

Y2 = eλ
′tV ′ = e5t

−2
0
1

 صورت به دوم پایه جواب پس نم دهد. دست به جدید مستقل

لذا کنیم. پیدا W یافته تعمیم ویژه بردار ی باید حال است.

(A− λ′I)2W = O5 −4 0
1 0 2
0 2 5

− 5

1 0 0
0 1 0
0 0 1

2 w1

w2

w3

 =

0
0
0


−4 20 −8
−5 25 −10
2 −10 4

w1

w2

w3

 =

0
0
0


(A−λ′I) ̸= باید طرف از .w1−5w2+2w3 = 0 که م کند اجبار دستگاه این سازی، ساده از بعد

باید باشد برقرار آخر دستگاه شرایط که این برای .

0 −4 0
1 −5 2
0 2 0

w1

w2

w3

 ̸=

0
0
0

 یعن .O

.w2 ̸= 0 باید پس ،w1 − 5w2 +2w3 = 0 بالا به توجه با .w1 − 5w2 +2w3 ̸= 0 یا w2 ̸= 0
جواب ٣ . ٩ . ۵ قضیه طبق و W = (5, 1, 0)t پس .w1 = 5 داریم w3 = 0 ،w2 = 1 انتخاب با

صورت به آخر پایه

Y3 = eλ
′t(W + t(A− λ′I)W ) = e5t

5
1
0

+ t

−4
0
0


است. Yg = c1Y1 + c2Y2 + c3Y3 صورت به جواب ٢ . ١٨ . ۵ قضیه طبق است.

داریم. را زیر قضیه اکنون

١٧٢



در را Y ′ = AY ثابت ضرایب با ن هم خط معادلات دستگاه کنیم فرض .٣ . ١١ . ۵ قضیه
تکرار سه با ویژه مقدار ی λ همچنین است. 3× 3 و مربع ماتریس A آن در که داریم اختیار
به پایه جواب های آنگاه دهد دست به V2 و V1 خط مستقل ویژه بردار دو فقط λ اگر باشد.

صورت

Y1 = eλtV1, Y2 = eλtV2+, Y3 = eλt(W + t(A− λI)W )

در که است ستون برداری W آن در که است

(A− λI)W ̸= 0, (A− λI)2W = O

است). یافته تعمیم ویژه بردار W ) م کند صدق

ماتریس کنیم. پیدا را Y ′ =

 5 −3 −2
8 −5 −4
−4 3 3

Y دستگاه جواب م خواهیم .٣ . ١٢ . ۵ مثال

(A−λI)V = 0 یل تش با است. شده تکرار بار سه که دارد λ = 1 مقدار فقط دستگاه این ضرایب
V1 = داریم v2 = 2 ،v1 = 0 انتخاب با م شود. حاصل 4v1 − 3v2 − 2v3 = 0 معادله
بردار ی V2 = (1, 0, 2)t داریم v2 = 0 ،v1 = 1 انتخاب با است. ویژه بردار ی (0, 2,−3)t

نداریم. باشد، V2 و V1 با خط مستقل که ویژه بردار هیچ ر دی ١ . ١٨ . ۵ تمرین طبق است. ویژه
است زیر صورت به پایه جواب دو بنابراین

Y1 = eλtV1 = et

 0
2
−3

 , Y2 = eλtV2 = et

1
0
2

 .

پس داریم. W به نیاز حال

(A− λI)2W = 0 4 −3 −2
8 −6 −4
−4 3 2

2w1

w2

w3

 =

0
0
0


0 0 0
0 0 0
0 0 0

w1

w2

w3

 =

0
0
0


یعن .(A− λI)W ̸= O باید اما باشد. ستون ماتریس هر م تواند W اینجا تا پس 4 −3 −2

8 −6 −4
−4 3 2

w1

w2

w3

 ̸=

0
0
0
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از اکنون کنیم. انتخاب را W = (1, 0, 0)t م توانیم پس .4w1 − 3w2 − 2w3 ̸= 0 باید پس
پایه جواب ٣ . ١١ . ۵ قضیه

Y3 = eλt(W + t(A− λI)W ) = et

1
0
0

+ t

 4
8
−4


است. Yg = c1Y1 + c2Y2 + c3Y3 صورت به جواب ٢ . ١٨ . ۵ قضیه طبق م آید. دست به

در را Y ′ = AY ثابت ضرایب با ن هم خط معادلات دستگاه کنیم فرض .٣ . ١٣ . ۵ قضیه
تکرار سه با ویژه مقدار ی λ همچنین است. 3× 3 و مربع ماتریس A آن در که داریم اختیار
جواب های آنگاه دهد دست به V خط مستقل ویژه بردار ی فقط λ اگر صورت این در باشد.

صورت به پایه

Y1 = eλtV, Y2 = eλt(W + t(A− λI)W ),

Y3 = eλt(W ′ + t(A− λI)W ′ +
t2

2
(A− λI)2W ′)

در که است ستون بردار W آن در که است

(A− λI)W ̸= O, (A− λI)2W = 0

در که است ستون بردار W ′ و م کند صدق

(A− λI)2W ′ ̸= O, (A− λI)3W ′ = O

یافته اند). تعمیم ویژه بردارهای W ′ و W ) م کند. صدق

ماتریس کنیم. پیدا را Y ′ =

 1 1 1
2 1 −1
−3 2 4

Y دستگاه جواب م خواهیم .١۴ . ٣ . ۵ مثال

(A−λI)V = 0 یل تش با است. شده تکرار بار سه که دارد λ = 2 مقدار فقط دستگاه این ضرایب
V = (0, 1,−1)t که م شود نتیجه v2 = 1 انتخاب با م رسیم. v2 + v3 = 0 و v1 = 0 به
جواب ی داریم. ویژه بردار ی تنها پس است. V1 از مضربی ر دی ویژه بردار هر است. ویژه بردار

W ′ و W یافته تعمیم ویژه بردار دو باید اکنون است. Y1 = eλtV = e2t

 0
1
−1

 صورت به پایه

پس کنیم. ارائه

١٧۴



(A− λI)2W = O 1 1 1
2 1 −1
−3 2 4

− 2

1 0 0
0 1 0
0 0 1

2 w1

w2

w3

 =

0
0
0


 0 0 0
−1 1 1
1 −1 −1

w1

w2

w3

 =

0
0
0


یعن ،(A− λI)W ̸= O باید اما .w1 − w2 − w3 = 0 −1پس 1 1

2 −1 −1
−3 2 2

w1

w2

w3

 ̸=

0
0
0


م توانیم پس م شود. نتیجه ر) دی نامعادله دو (و 2w1 − w2 − w3 ̸= 0 نامعادله هم اینجا از

است زیر صورت به ٣ . ١٣ . ۵ قضیه از ر دی پایه جواب نتیجه در کنیم. انتخاب W = (1, 1, 0)t

Y2 = eλt(W + t(A− λI)W ) = e2t

1
1
0

+ t

 0
1
−1

 .

م کنیم مشخص را W ′ حال

(A− λI)3W ′ = W ⇒

0 0 0
0 0 0
0 0 0

w′
1

w′
2

w′
3

 =

0
0
0


یعن ،(A− λI)2W ′ ̸= O شرط کم با اما باشد! چیزی هر م تواند W ′ اینجا تا پس 0 0 0

−1 1 1
1 −1 −1

w′
1

w′
2

w′
3

 ̸=

0
0
0


جواب نتیجه در کنیم. انتخاب W ′ = (1, 0, 0)t م توانیم ′w.پس

1 − w′
2 − w′

3 ̸= 0 که داریم
است زیر صورت به ٣ . ١٣ . ۵ قضیه از سوم پایه

Y3 = eλt(W ′ + t(A− λI)W ′ +
t2

2
(A− λI)2W ′) =

e2t

1
0
0

+ t

−1
2
−3

+
t2

2

 0
−1
1

 .

است. Yg = c1Y1 + c2Y2 + c3Y3 صورت به جواب ٢ . ١٨ . ۵ قضیه طبق اکنون
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زیر لم ابتدا منظور این برای کنیم. معلوم را مختلط ویژه مقادیر تکلیف که است آن وقت اکنون
داریم. را

اختیار در را Y ′ = AY ثابت ضرایب با ن هم خط معادلات دستگاه کنیم فرض .١۵ . ٣ . ۵ لم
دستگاه جواب Y = S(t) + iR(t) است.همچنین n× n و مربع ماتریس A آن در که داریم
نیز R(t) و S(t) صورت این در هستند. n× 1 ماتریس تابع دو R(t) و S(t) آن در که باشد

هستند. دستگاه جواب

است. راست سر اثبات.

است). ٢ . ١٨ . ۵ قضیه و بالا لم کم با آن (اثبات م پذیرم اثبات بدون را زیر قضیه اکنون
در را Y ′ = AY ثابت ضرایب با ن هم خط معادلات دستگاه کنیم فرض .١۶ . ٣ . ۵ قضیه
متمایز مختلط اعداد ویژه مقادیر همچنین است. n×n و مربع Aماتریس آن در که داریم اختیار
λ2m = um− ivm ،λ2m−1 = um+ ivm ،... ،λ2 = u1− iv2 ،λ1 = u1+ iv1 صورت به
جواب صورت این در باشد. λn ،...،λ2m+1 حقیق متمایز اعداد و کنید) دقت بودن (مزدوج

صورت به دستگاه عموم

Yg = c1Re[Y1] + c2Im[Y1] + ...+ c2m−1Re[Y2m−1] + c2mIm[Y2m−1]+

c2m+1V2m+1e
λ2m+1t + ...+ cnVne

λnt

است). فرد Yi برای i) Yi = Vie
λit و است λi نظیر ویژه بردار Vi هر آن در که است

ثابت ضرایب با ن هم خط دیفرانسیل معادلات دستگاه جواب م خواهیم .٣ . ١٧ . ۵ )مثال
y′1
y′2

)
=

(
−1 1
−1 −1

)(
y1
y2

)

پس کنیم. پیدا را A =

(
−1 1
−1 −1

)
ماتریس ویژه بردارهای و ویژه مقادیر ابتدا کنیم. پیدا را

0 = det(A− λI) = det

((
−1 1
−1 −1

)
− λ

(
1 0
0 1

))
=

det

(
−1− λ 1
−1 −1− λ

)
= λ2 + 2λ+ 2.

این هستند. A ویژه مقادیر همان که هستند λ2 = −1− i و λ1 = −1 + i بالا معادله ریشه های
داریم م کنیم. پیدا را λ1 نظیر ویژه بردار حال هستند. متمایز و مختلط )مقادیر
0
0

)
= O = (A− λ1I)V1 =

(
−i 1
−1 −i

)(
v1
v2

)
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دلخواه مقدار هر و نیست مشخص مقدارشان اما باشد iv1 = v2 که م کند اجبار بالا دستگاه
متناظر ویژه بردار پس است. v2 = i نتیجه در و v1 = 1 کنیم فرض م توانیم کند. اختیار م تواند

م دهیم قرار نداریم! حقیق ویژه مقدار .V1 = (1, i)t با است برابر λ1 با

Y = V1e
λ1t =

(
1
i

)
e(−1+i)t

داریم اویلر فرمول کم با

Y =

(
1
i

)
e(−1+i)t =

(
1
i

)
e−teit =

(
1
i

)
e−t(cos t+ i sin t) =(

e−t cos t+ ie−t sin t
−e−t sin t+ ie−t cos t

)
=

(
e−t cos t
−e−t sin t

)
+ i

(
e−t sin t
e−t cos t

)

.Yg = c1Re[Y ] + c2Im[Y ] = c1

(
e−t cos t
−e−t sin t

)
+ c2

(
e−t sin t
e−t cos t

)
١۶ . ٣ . ۵ قضیه طبق

ثابت ضرایب با ن هم غیر خط معادلات دستگاه
ضرایب با ن غیرهم خط معادلات دستگاه جواب ارائه برای شد، اشاره فصل اول در که همانطور
م دهیم. آموزش را خصوص جواب یافتن نحوه ادامه در داریم. خصوص جواب ی به نیاز ثابت

م کنیم. بیان وریتم ال صورت به را آن صرفا و نم دهیم شرح را روش این اثبات و ونگ چ
ضرایب با خط ن هم غیر خط معادلات دستگاه کنیم فرض پارامترها: تغییر یا لاگرانژ روش
YP خصوص جواب یافتن برای صورت این در داریم. اختیار در را Y ′ = AY + B(t) ثابت

م کنیم. ط را زیر مراحل
صفر یا و ی عدد را موجود پارامترها و نوشته را نظیر ن هم دستگاه عموم جواب .(١) مرحله
ماتریس، (این م دهیم قرار T (t) مانند ماتریس ی ستون در را حاصل جواب های و م دهیم

دارد). نام اساس ماتریس
است). پذیر وارون حتما اساس (ماتریس م کنیم حساب را T−1(t) .(٢) مرحله

U(t) = داریم آن در که م کنیم حل را U ′(t) = T−1(t)B(t) ساده معادله دستگاه .(٣) مرحله
نم کنیم. اعمال را انتگرال ثابت و (u1(t), ..., un(t))

t

است. خصوص جواب Yp = T (t)U(t) .(۴) مرحله
مورد دستگاه های چنین اما باشد. ثابت دستگاه ضرایب ماتریس روش این در ندارد لزوم نکته:

نیستند. دوره این بحث
در اساس ماتریس کردن پیدا وارون جای به هستید مسلط مقدمات سطری عملیات به اگر نکته:
P (t) ماتریس تا کنید ( ان پل (سطری ساده تر را T (t) مقدمات سطر عملیات با ،(٢) مرحله

کنید. حل را P (t)U ′(t) = B(t) دستگاه (٣) مرحله در سپس و شود حاصل

١٧٧



ضرایب با ن هم غیر خط معادلات دستگاه برای خصوص جواب ی م خواهیم .٣ . ١٨ . ۵ مثال
ثابت

Y ′ =

(
−2 1
1 −2

)
Y +

(
2e−t

3t

)
م کنیم. ط را زیر مراحل کنیم. پیدا لاگرانژ روش به را

ماتریس ویژه مقادیر منظور، این برای م نویسیم. را نظیر ن هم دستگاه عموم جواب .(١) مرحله
صورت به نظیر ویژه بردارهای نتیجه در و λ2 = −1 و λ1 = −3 صورت به ضرایب

V1 =

(
1
−1

)
, V2 =

(
1
1

)
داریم ٣ . ١ . ۵ قضیه طبق حال هستند.

Yg = c1V1e
λ1t + c2V2e

λ2t = c1

(
1
−1

)
e−3t + c2

(
1
1

)
e−t.

و c1 = 0 م دهیم قرار بار ی و c2 = 0 ،c1 = 1 م دهیم قرار بار ی عموم جواب در اکنون
T (t) = اساس ماتریس و م دهیم قرار ماتریس ی ستون های در را جواب های سپس .c2 = 1

م شود. حاصل
(

e−3t e−t

−e−3t e−t

)
.

( مربع ماتریس وارون (محاسبه م شناسید که عادی سب همان با T (t) وارون ماتریس .(٢) مرحله

.T−1(t) = 1
2e−4t

(
e−t −e−t

e−3t e−3t

)
م شود محاسبه

داریم حال .(٣) مرحله

U ′(t) = T−1(t)B(t)(
u′
1

u′
2

)
=

1

2e−4t

(
e−t −e−t

e−3t e−3t

)(
2e−t

3t

)
=

(
e2t − 3

2
te−t

1 + 3
2
tet

)
را معادله دو این جواب است. ما اختیار در زده!) (فلاکت پذیر جدایی دیفرانسیل معادله دو اکنون

لذا م کنیم. حساب گیری انتگرال ثابت اعمال }بدون
u1 =

1
2
e2t − 1

2
te3t + 1

6
e3t

u2 = t+ 3
2
tet − 3

2
et

از است عبارت خصوص جواب .(۴) مرحله

Yp = T (t)U(t) =(
e−3t e−t

−e−3t e−t

)(
1
2
e2t − 1

2
te3t + 1

6
e3t

t+ 3
2
tet − 3

2
et

)
=

(
te−t + 1

2
e−t + t− 4

3

tet − 1
2
e−t + 2t− 5

3

)
.YG = Yg + Yp با است برابر بالا دستگاه جواب ٢۴ . ٢ . ۵ قضیه طبق
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کنید. پیدا را Y ′ =

−3 0 2
1 −1 0
−2 −1 0

Y معادلات دستگاه جواب .٣ . ١٩ . ۵ تمرین

حل از کنیم. پیدا را A =

−3 0 2
1 −1 0
−2 −1 0

 ماتریس ویژه بردارهای و ویژه مقادیر ابتدا حل.

معادله

det(A− λI) = −λ3 − 4λ2 − 7λ− 6 = −(λ+ 2)(λ2 + 2λ+ 3) = 0

ویژه بردار حال م آیند. دست به λ3 = −1 + i
√
2 و λ2 = −1− i

√
2 ،λ1 = −2 ویژه مقادیر

داریم م کنیم. پیدا را λ1 0نظیر
0
0

 = O = (A− λ1I)V1 =

−1 0 2
1 1 0
−2 −1 2

v1
v2
v3


از که همانطور م رسیم. v2 + 2v3 = 0 و v1 − 2v3 = 0 معادلات به دستگاه این سازی ساده با
داریم v3 = 1 برای مثلا است. معلوم ر دی دوتای v3 به مقدار دادن با است مشخص معادله دو این
را λ2 نظیر ویژه بردار حال م رسیم. V1 = (2,−2, 1)t ویژه بردار به لذا .v2 = −2 و v1 = 2

داریم م کنیم. پیدا

(A− λ2I)V2 =

−2 + i
√
2 0 2

1 i
√
2 0

−2 −1 1 + i
√
2

v1
v2
v3

 =

0
0
0


همانطور .v2 + (1

3
− i

√
2
3
)v3 = 0 و v1 + (−2

3
− i

√
2
3
)v3 = 0 داریم دستگاه این سازی ساده با

v3 = 1 برای مثلا است. معلوم ر دی دوتای v3 به مقدار دادن با است مشخص معادله دو این از که
V2 = (2

3
+ i

√
2
3
,−1

3
+ i

√
2
3
, 1)t ویژه بردار به لذا .v2 = −1

3
+ i

√
2
3

و v1 = 2
3
+ i

√
2
3

داریم
م دهیم قرار حال م رسیم.

Y = V2e
λ2t =

 2
3
+ i

√
2
3

−1
3
+ i

√
2
3

1

 e(−1−i
√
2)t.
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داریم اویلر قانون کم با

Y =

 2
3
+ i

√
2
3

−1
3
+ i

√
2
3

1

 e(−1−i
√
2)t =

 2
3

−1
3

1

+ i


√
2
3√
2
3

0

 (e−te−i
√
2t) =

 2
3

−1
3

1

+ i


√
2
3√
2
3

0

 (e−t(cos(
√
2t)− i sin(

√
2t))) =

 2
3

−1
3

1

 e−t cos(
√
2t) +


√
2
3√
2
3

0

 e−t sin(
√
2t)

+

i


√
2
3√
2
3

0

 e−t cos(
√
2t)−

 2
3

−1
3

1

 e−t sin(
√
2t)


داریم ١۶ . ٣ . ۵ قضیه طبق و است مشخص Y موهوم و حقیق قسمت حال

Yg = c1V1e
λ1t + c2Re[Y ] + c3Im[Y ].

ثابت ضرایب با ن هم غیر خط دیفرانسیل معادلات دستگاه جواب .٣ . ٢٠ . ۵ y′1تمرین
y′2
y′3

 =

1 1 1
1 1 1
1 1 1

y1
y2
y3

+

3e3x

0
0


کند. صدق Y (0) = (0, 0, 0)t در که کنید مشخص را جوابی سپس کنید. پیدا را

ن هم دستگاه عموم جواب باید ابتدا است. مستقل متغیر x تمرین این در که شود دقت حل.

پیدا را A =

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 متقارن ماتریس ویژه بردارهای و ویژه مقادیر پس بنویسیم. را نظیر

λ2 = λ3 = 0 و λ1 = 3 ویژه مقادیر det(A− λI) = λ3 − 3λ2 = 0 معادله حل از م  کنیم.
ویژه بردار حال است! شده تکرار آنها از ی اما هستند حقیق ویژه مقادیر این م آیند. دست به

داریم م کنیم. پیدا را λ1 0نظیر
0
0

 = O = (A− λ1I)V1 =

−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2

v1
v2
v3



١٨٠



م کنیم. پیدا را λ2 نظیر ویژه بردار حال م رسیم. V1 = (1, 1, 1)t ویژه بردار به دستگاه این حل با
0داریم

0
0

 = O = (A− λ1I)V1 =

1 1 1
1 1 1
1 1 1

v1
v2
v3


کنیم. مشخص را v3 و بدهیم مقدار v2 و v1 به م توانیم .v1+v2+v3 = 0 داریم دستگاه این حل با
با م رسیم. V2 = (−1, 1, 0)t ویژه بردار به پس .v3 = 0 داریم v2 = 1 و v1 = −1 برای مثلا
به م رسیم. V3 = (−1, 0, 1)t ویژه بردار به پس .v3 = 1 داریم v2 = 0 و v1 = −1 انتخاب
طبق و م شوند) خط مستقل نیز V1 با (حت هستند خط مستقل v3 و v2 که دید م توان راحت

داریم ٣ . ١ . ۵ قضیه

Yg = c1V1e
λ1x + c2V2e

λ2x + c3V3e
λ2x =

c1

1
1
1

 e3x + c2

−1
1
0

+ c3

−1
0
1

 .

پس م گیریم. پیش در را لاگرانژ روش داریم! نیاز خصوص جواب به اکنون
،c1 = 1 م دهیم قرار بار ی عموم جواب در است! دسترس در عموم جواب .(١) مرحله
م دهیم قرار بار ی و ، c2 = 1 و c1 = c3 = 0 م دهیم قرار بار ی و c2 = c3 = 0
ماتریس و م دهیم قرار ماتریس ی ستون های در را جواب های سپس .c3 = 1 و c1 = c2 = 0

.T (x) =

e3x −1 −1
e3x 1 0
e3x 0 1

 م شود حاصل زیر اساس

ماتریس وارون (محاسبه م شناسید که عادی سب همان با T (x) وارون ماتریس .(٢) مرحله

.T−1(x) =

 1
3e3x

1
3e3x

1
3e3x

−1
3

2
3

−1
3

−1
3

−1
3

2
3

 م شود محاسبه ( مربع

داریم حال .(٣) مرحله

U ′(x) = T−1(x)B(x) ⇒

u′
1

u′
2

u′
3

 =

 1
3e3x

1
3e3x

1
3e3x

−1
3

2
3

−1
3

−1
3

−1
3

2
3

3e3x

0
0

 =

 1
−e3x

−e3x


اعمال بدون را معادله سه این جواب است. ما اختیار در پذیر جدایی دیفرانسیل معادله سه اکنون

لذا م کنیم. حساب گیری انتگرال ثابت
u1 = x

u2 = −1
3
e3x

u3 = −1
3
e3x

١٨١



از است عبارت خصوص جواب .(۴) مرحله

Yp = T (x)U(x) =

e3x −1 −1
e3x 1 0
e3x 0 1

 x
−1

3
e3x

−1
3
e3x

 =

xe3x + 2
3
e3x

xe3x − 1
3
e3x

xe3x − 1
3
e3x


یعن است. YG = Yg + Yp صورت به جواب ٢۴ . ٢ . ۵ قضیه طبق اکنون

YG = c1

1
1
1

 e3x + c2

−1
1
0

+ c3

−1
0
1

+

xe3x + 2
3
e3x

xe3x − 1
3
e3x

xe3x − 1
3
e3x

 .

و م دهیم قرار را x = 0 پس م کنیم. اعمال را Y (0) = (0, 0, 0)t شرط دوم؛ قسمت برای حال
0داریم

0
0

 = c1

1
1
1

+ c2

−1
1
0

+ c3

−1
0
1

+

 2
3

−1
3

−1
3

 .

داریم را زیر دستگاه پس
c1 − c2 − c3 =

−2
3

c1 + c2 =
1
3

c1 + c3 =
1
3

دارد. c2 = c3 =
1
3

و c1 = 0 جواب که

کنید. پیدا را Y ′ =

0 1 0
0 0 1
1 −1 1

Y دیفرانسیل معادلات دستگاه جواب .٣ . ٢١ . ۵ تمرین

معادله حل از کنیم. پیدا را ضرایب ماتریس ویژه بردارهای و ویژه مقادیر ابتدا حل.

det(A− λI) = −(λ− 1)(λ2 + 1) = 0

م کنیم. پیدا را λ1 نظیر ویژه بردار حال م آیند. دست به λ3 = −i و λ2 = i ،λ1 = 1 ویژه مقادیر
0داریم

0
0

 = O = (A− λ1I)V1 =

−1 1 0
0 −1 1
1 −1 0

v1
v2
v3


داریم م کنیم. پیدا را λ2 نظیر ویژه بردار حال م رسیم. V1 = (1, 1, 1)t ویژه بردار به 0لذا

0
0

 = O = (A− λ2I)V2 =

−i 1 0
0 −i 1
1 −1 1− i

v1
v2
v3


١٨٢



ویژه بردار به لذا .iv2 − v3 = 0 = 0 و v1 + iv2 = 0 داریم دستگاه این سازی ساده با

اویلر قانون کم با .Y = V2e
λ2t =

−i
1
i

 eit م دهیم قرار حال م رسیم. V2 = (−i, 1, i)t

داریم

Y =

−i
1
i

 eit =

−i
1
i

 (cos t+ i sin t) =

 sin t
cos t
− sin t

+ i

− cos t
sin t
cos t


شما!) با ذاری (جای داریم ١۶ . ٣ . ۵ قضیه طبق و است مشخص Y موهوم و حقیق قسمت حال

Yg = c1V1e
λ1t + c2Re[Y ] + c3Im[Y ].

کنید. پیدا را Y ′ =

(
1 −1
0 1

)
Y دیفرانسیل معادلات دستگاه جواب .٣ . ٢٢ . ۵ تمرین

پس کنیم. پیدا را A =

(
1 −1
0 1

)
ماتریس ویژه بردارهای و ویژه مقادیر ابتدا حل.

0 = det(A− λI) = (λ− 1)2.

ویژه مقدار این ویژه بردار دارد. λ = 1 تکراری ویژه مقدار فقط دستگاه این ضرایب ماتریس
زیر صورت به پایه جواب ی پس است. V از ناصفر مضربی ویژه بردار هر و است V = (1, 0)t

لذا کنیم. پیدا W یافته تعمیم ویژه بردار ی باید حال .Y1 = eλtV = et
(
1
0

)
است

(A− λI)2W = O ⇒
(
0 0
0 0

)(
w1

w2

)
=

(
0
0

)
.(A− λI)W ̸= 0 باید اما کنیم. انتخاب م توانیم را W هر اینجا تا که م دهد نشان دستگاه این

یعن

(A− 2I)W =

(
0 −1
0 0

)(
w1

w2

)
̸=

(
0
0

)
.

قرار بر ٣ . ٧ . ۵ قضیه شرایط همه ن!) مم انتخاب ترین (ساده W = (0, 1)t انتخاب با بنابراین
صورت به ر دی پایه جواب  لذا و است

Y2 = eλt(W + t(A− λI)W ) = et
((

0
1

)
+ t

(
0 −1
0 0

)(
0
1

))
=

et
((

0
1

)
+ t

(
−1
0

))
است. جواب Yg = c1Y1 + c2Y2 ٢ . ١٨ . ۵ قضیه طبق حال
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فصل کل تمرین های ۴ . ۵
برای ویژه بردار دو خود دلخواه به سپس و کنید مشخص را زیر ماتریس ویژه مقادیر .١ . ۴ . ۵ تمرین

کنید. پیدا آن

A =

3 −1 0
4 −2 0
0 0 1


هستند. خط مستقل R روی R3 برداری فضای در زیر بردار سه که دهید نشان .٢ . ۴ . ۵ تمرین

(2, 0, 1), (0, 1, 2), (1, 2, 1).

کنید. تبدیل دستگاه ی به را y(4) + 3y′′ − ty′ + 8y = t2 دیفرانسیل معادله .٣ . ۴ . ۵ تمرین

که کنید فرض .۴ . ۴ . ۵ تمرین

e1 =


1
0
...
0

 , e2 =


0
1
...
0

 , ..., en =


0
0
...
1


شرایط در که باشد Y ′ = A(t)Y دستگاه جواب Un ،... ،U1 و n اندازه از مربع ماتریس A و

اولیه
U1(t0) = e1, , ..., Un(t0) = en

اساس جواب های Un ،... ،U1 دهید نشان دارد. قرار I مناسب بازه در t0 آن در که م کنند صدق
هستند.

.Ā = (āij) یعن آن درایه های از گیری مزدوج یعن ماتریس ی مزدوج از منظور .۵ . ۴ . ۵ تمرین
دهید. نشان را زیر موارد اکنون

درایه نیز λ نظیر ویژه بردار آنگاه است مختلط عدد که باشد A ماتریس ویژه مقدار λ اگر (الف)
دارد. مختلط

ویژه مقدار دو Y ′ = AY ثابت ضرایب با معادلات دستگاه ضرایب ماتریس کنیم فرض (ب)
مزدوج a− ib نظیر ویژه بردار v2 و a+ ib نظیر ویژه بردار V1 دهید نشان دارد. a− ib و a+ ib

هستند . هم مختلط
هستند. خط مستقل V2 و V1 (ب)، فرضیات با (ج)

هستند. دستگاه جواب Y2 = e(a−ib)tV2 و Y1 = e(a+ib)tV1 دهید نشان (ب)، فرضیات با (د)
،λ2 = u1 − iv2 ،λ1 = u1 + iv1 صورت به متمایز مختلط اعداد A ویژه مقادیر کنیم فرض (ه)

حقیق متمایز اعداد و کنید) دقت بودن (مزدوج λ2m = um − ivm ،λ2m−1 = um + ivm ،...
صورت به دستگاه عموم جواب صورت این در باشد. λn ،...،λ2m+1

Yg = c1e
λ1tV1 + ...+ c2me

λ2mtV2m

c2m+1V2m+1e
λ2m+1t + ...+ cnVne

λnt

١٨۴



و دارد نام دستگاه مختلط جواب ل ش جواب، (این است λi نظیر ویژه بردار Vi هر آن در که است
دارد). نام حقیق جواب ل ش ١۶ . ٣ . ۵ قضیه جواب

کنید. پیدا را Y ′ =

2 1 1
0 2 0
0 0 2

Y دستگاه جواب .۶ . ۴ . ۵ تمرین

یرید. ب نظر در را زیر معادلات دستگاه .٧ . ۴ . ۵ تمرین

Y ′ =

 1 0 1
0 1 0
−1 0 1

Y +

et sin t
et

et cos t


بنویسید. را ن هم دستگاه عموم جواب (الف)

جواب سپس و بنویسید را دستگاه خصوص جواب لاگرانژ) (روش پارامتر تغییر روش با (ب)
بنویسید. را دستگاه کل عموم

بنویسید. دستگاه صورت به را دوم مرتبه ن هم ‐اویلر کش معادله (الف) .٨ . ۴ . ۵ تمرین
(پاسخ م گوییم ‐اویلر کش دوم مرتبه معادلات متناظر معادلات دستگاه xY ′ = AY دستگاه (ب)
که دهید نشان و است n × 1 ثابت ماتریس ی D که Y = Dxλ کنید فرض ببینید). را (الف)
صدق (A−λI)D = 0 معادله در λ و D که دارد Y نابدیه جواب ‐اویلر کش معادلات دستگاه

م کنند.

بنویسید. را xY ′ =

(
2 −1
3 −2

)
Y دستگاه جواب x > 0 برای (ج)

تشریح امتحان سوالات نمونه ۵ . ۵
کنید. حل ویژه ویژه‐بردار مقدار روش از را زیر دستگاه اصفهان) صنعت ترم (پایان .١ . ۵ . ۵ سوال

X ′ =

−1 −1 0
0 −1 −3
0 0 2

X

دارد. λ′ = −1 تکرار دو با ویژه مقدار و λ = 2 مقدار دستگاه این ضرایب ماتریس پاسخ.
داریم را زیر پایه جواب پس است. V = (1,−3, 3)t صورت به λ ویژه بردار

Y1 = eλtV = e2t

 1
−3
3

 .
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V ′ از ناصفر مضربی λ′ نظیر ویژه بردار هر و است V ′ = (1, 0, 0)t صورت به λ′ ویژه بردار اما
صورت به دوم پایه جواب پس نم دهد. دست به جدید مستقل بردار و است

Y2 = eλ
′tV2 = e−t

1
0
0


لذا کنیم. پیدا W یافته تعمیم ویژه بردار ی باید حال است.

(A− λ′I)2W = O0 0 3
0 0 −3
0 0 1

w1

w2

w3

 =

0
0
0


.(A − λ′I) ̸= O باید طرف از باشند. دلخواه w2 ،w1 و w3 = 0 که م کند اجبار دستگاه این

0یعن −1 0
0 0 −3
0 0 1

w1

w2

w3

 ̸=

0
0
0


،w3 = 0 چون بالا به توجه با .w3 ̸= 0 یا w2 ̸= 0 باید باشد برقرار آخر دستگاه شرایط این برای
قضیه طبق .W = (0, 1, 0)t داریم w3 = w1 = 0 ،w2 = 1 انتخاب با .w2 ̸= 0 باید پس

صورت به آخر پایه جواب ٣ . ٩ . ۵

Y3 = eλ
′t(W + t(A− λ′I)W ) = e−t

t

0
1
0

+ t

−1
0
0


است. Yg = c1Y1 + c2Y2 + c3Y3 صورت به جواب ٢ . ١٨ . ۵ قضیه طبق است.

زیر ثابت ضرایب با ن هم غیر خط معادلات دستگاه اصفهان) صنعت ترم (پایان .٢ . ۵ . ۵ سوال
کنید. حل ویژه ویژه‐بردار مقدار روش به را

Y ′ =

(
1 2
−2 1

)
Y +

(
et

−3et

)
مقدار ابتدا منظور این برای م کنیم. معلوم را نظیر ن هم دستگاه عموم جواب ابتدا پاسخ.

پس داریم. نیاز را ویژه
0 = det(A− λI) = λ2 − 2λ+ 5

م کنیم. حساب را λ1 نظیر ویژه بردار حال هستند. λ2 = 1− 2i و λ1 = 1+2i ویژه مقادیر پس
)پس

0
0

)
= O = (A− λ1I)V1 =

(
−2i 2
−2 −2i

)(
v1
v2

)
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V1 = بنابراین .v1 = −i داریم v2 = 1 انتخاب با .v1 + iv2 = 0 که م دهد نتیجه این و

کم با .Y = V1e
λ1t =

(
−i
1

)
e(1+2i)t م دهیم قرار نداریم! حقیق ویژه مقدار .(−i, 1)t

داریم اویلر فرمول

Y =

(
−i
1

)
e(1+2i)t =

(
−i
1

)
etei2t =

(
−i
1

)
et(cos(2t) + i sin(2t)) =(

et sin(2t)− iet cos(2t)
et cos(2t) + iet sin(2t)

)
=

(
et sin(2t)
et cos(2t)

)
+ i

(
−et cos(2t)
e−t sin(2t)

)
لذا

Re[Y ] =

(
et sin(2t)
et cos(2t)

)
Im[Y ] =

(
−et cos(2t)
et sin(2t)

)
.

داریم ١۶ . ٣ . ۵ قضیه طبق حال

Yg = c1Re[Y ] + c2Im[Y ] = c1

(
et sin(2t)
et cos(2t)

)
+ c2

(
−et cos(2t)
et sin(2t)

)
.

م گیریم. پیش در را لاگرانژ روش داریم! خصوص جواب به نیاز اکنون
بار ی عموم جواب در اکنون یافته ایم. بالا در را نظیر ن هم دستگاه عموم جواب .(١) مرحله
در را جواب های سپس .c2 = 1 و c1 = 0 م دهیم قرار بار ی و c2 = 0 ،c1 = 1 م دهیم قرار

م شود حاصل زیر اساس ماتریس و م دهیم قرار ماتریس ی ستون های

T (t) =

(
et sin(2t) −et cos(2t)
et cos(2t) et sin(2t)

)
.

( مربع ماتریس وارون (محاسبه م شناسید که عادی سب همان با T (t) وارون ماتریس .(٢) مرحله

.T−1(t) =

(
e−t sin(2t) e−t cos(2t)
−e−t cos(2t) e−t sin(2t)

)
م شود محاسبه

داریم حال .(٣) مرحله

U ′(t) = T−1(t)B(t)(
u′
1

u′
2

)
=

(
e−t sin(2t) e−t cos(2t)
−e−t cos(2t) e−t sin(2t)

)(
et

−3et

)
=

(
sin(2t)− 3 cos(2t)

− cos(2t)− 3 cos(2t)

)
دیفرانسیل معادله دو جواب است. ما اختیار در پذیر جدایی دیفرانسیل معادله دو }اکنون

u′
1 = sin(2t)− 3 cos(2t)

u′
2 = − cos(2t)− 3 cos(2t)

لذا م کنیم. حساب گیری انتگرال ثابت اعمال بدون }را
u1 =

−1
2
cos(2t)− 3

2
sin(2t)

u2 = −1
2
sin(2t) + 3

2
cos(2t)

١٨٧



.Yp = T (t)U(t) =

(−3
2
et

−1
2
et

)
از است عبارت خصوص جواب .(۴) مرحله

است. YG = Yg + Yp صورت به جواب ٢۴ . ٢ . ۵ قضیه طبق اکنون

کنید. حل را زیر دیفرانسیل معادله دستگاه اصفهان) صنعت ترم (پایان .٣ . ۵ . ۵ سوال

X ′ =

2 1 0
0 2 1
0 0 2

X

با است. شده تکرار بار سه که دارد λ = 2 مقدار فقط دستگاه این ضرایب ماتریس پاسخ.
نتیجه v1 = 1 انتخاب با م رسیم. آزاد v1 = 0 و v2 = v3 = 0 به (A − λI)V = 0 یل تش

ی تنها پس است. V1 از مضربی ر دی ویژه بردار هر است. ویژه بردار V = (1, 0, 0)t که م شود

بردار دو باید اکنون است. Y1 = eλtV = e2t

1
0
0

 صورت به پایه جواب ی داریم. ویژه بردار

پس کنیم. ارائه W ′ و W یافته تعمیم ویژه

(A− λI)2W = O2 1 0
0 2 1
0 0 2

− 2

1 0 0
0 1 0
0 0 1

2 w1

w2

w3

 =

0
0
0


0 0 1
0 0 0
0 0 0

w1

w2

w3

 =

0
0
0


یعن ،(A− λI)W ̸= O باید اما هستند. آزاد w2 و w1 و w3 = 0 0پس 1 0

0 0 1
0 0 0

w1

w2

w3

 ̸=

0
0
0


است. آزاد w1 ول w2 ̸= 0 حتما بالا به توجه با م شود. نتیجه w3 ̸= 0 یا w2 ̸= 0 هم اینجا از
صورت به ٣ . ١٣ . ۵ قضیه از ر دی پایه جواب نتیجه در کنیم. انتخاب W = (0, 1, 0)t م توانیم پس

است زیر

Y2 = eλt(W + t(A− λI)W ) = e2t

0
1
0

+ t

1
0
0

 .

١٨٨



م کنیم مشخص را W ′ حال

(A− λI)3W ′ = W0 0 0
0 0 0
0 0 0

w′
1

w′
2

w′
3

 =

0
0
0


یعن ،(A− λI)2W ′ ̸= O شرط کم با اما باشد! چیزی هر م تواند W ′ اینجا تا 0پس 0 1

0 0 0
0 0 0

w′
1

w′
2

w′
3

 ̸=

0
0
0


قضیه از سوم پایه جواب نتیجه در کنیم. انتخاب W ′ = (0, 0, 1)t م توانیم ′w.پس

3 ̸= 0 که داریم
است زیر صورت به ٣ . ١٣ . ۵

Y3 = eλt(W ′ + t(A− λI)W ′ +
t2

2
(A− λI)2W ′) =

e2t

0
0
1

+ t

0
1
0

+
t2

2

1
0
0

 .

است. Yg = c1Y1 + c2Y2 + c3Y3 صورت به جواب ٢ . ١٨ . ۵ قضیه طبق اکنون

کنید. حل را زیر معادله دستگاه کبیر) امیر صنعت ترم (پایان .۴ . ۵ . ۵ سوال
y′ = y1 + y2 − et + e−t

y′2 = y2 + et

y′3 = y1 + y3 − 2et − e−t

.

م نویسیم زیر صورت به را دستگاه ابتدا پاسخ.

Y ′ =

1 1 0
0 1 0
1 0 2

y1
y2
y3

+

 −et + e−t

et

−2et − e−t

 .

به λ ویژه بردار دارد. λ′ = 1 تکرار دو با ویژه مقدار و λ = 2 مقدار دستگاه این ضرایب ماتریس
داریم را زیر پایه جواب پس ونه؟). (چ است V = (−1, 0, 1)t صورت

Y1 = eλtV = e2t

−1
0
1

 .
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مضربی λ′ نظیر ویژه بردار هر و ونه؟) (چ است V ′ = (0, 0, 1)t صورت به λ′ ویژه بردار اما
صورت به دوم پایه جواب پس نم دهد. دست به جدید مستقل بردار و است V ′ از ناصفر

Y2 = eλ
′tV2 = et

0
0
1


لذا کنیم. پیدا W یافته تعمیم ویژه بردار ی باید حال است.

(A− λ′I)2W = O0 0 0
0 0 0
1 1 1

w1

w2

w3

 =

0
0
0


یعن .(A− λ′I) ̸= O باید طرف از .w1 + w2 + w3 = 0 که م کند اجبار دستگاه 0این 1 0

0 0 0
1 0 1

w1

w2

w3

 ̸=

0
0
0


داریم بالا به توجه با .w1 + w3 ̸= 0 یا w2 ̸= 0 باید باشد برقرار آخر دستگاه شرایط این برای

صورت به آخر پایه جواب ٣ . ٩ . ۵ قضیه طبق و W = (−1, 1, 0)t

Y3 = eλ
′t(W + t(A− λ′I)W ) = et

−1
1
0

+ t

 1
0
−1


جواب اکنون است. Yg = c1Y1 + c2Y2 + c3Y3 صورت به جواب ٢ . ١٨ . ۵ قضیه طبق است.

م کنیم. پیاده لاگرانژ روش داریم! نیاز خصوص
ونه؟) (چ م شود حاصل زیر اساس ماتریس است! دسترس در عموم جواب .(١) مرحله

T (t) =

−e2t 0 −et + tet

0 0 et

e2t et −tet

 .

( مربع ماتریس وارون (محاسبه م شناسید که عادی سب همان با T (t) وارون ماتریس .(٢) مرحله

.T−1(t) =

−e−2t (t− 1)e−2t 0
e−t e−t e−t

0 e−t 0

 م شود محاسبه

کنید) تکمیل را (محاسبات داریم حال .(٣) مرحله

U ′(t) = T−1(t)B(t) =

(t− 1)et + e−t − e−3t

−2
1


١٩٠



اعمال بدون را معادله سه این جواب است. ما اختیار در پذیر جدایی دیفرانسیل معادله سه اکنون
یعن آن ثابت بدون پس است عددی ثابت خودش آخر (معادله م کنیم حساب گیری انتگرال ثابت

صفر!)
u1 = tet − 2et + 1

3
e−3t − e−t

u2 = −2t

u3 = t

کنید) تکمیل را (محاسبات از است عبارت خصوص جواب .(۴) مرحله

Yp = T (x)U(x) =

 3tet−3e3tt+6e3t−1
3

et

3te3t−6e3t+1−9et−3ett
3


است. YG = Yg + Yp صورت به جواب ٢۴ . ٢ . ۵ قضیه طبق اکنون

کنید. حل را X ′ =

1 1 1
0 1 −1
0 0 1

X دستگاه اصفهان) صنعت ترم (پایان .۵ . ۵ . ۵ سوال

با است. شده تکرار بار سه که دارد λ = 1 مقدار فقط دستگاه این ضرایب ماتریس پاسخ.
v1 = 1 انتخاب با ونه؟). (چ م رسیم آزاد v1 = 0 و v2 = v3 = 0 به (A−λI)V = 0 یل تش
پس است. V از مضربی ر دی ویژه بردار هر است. ویژه بردار V = (1, 0, 0)t که م شود نتیجه

باید اکنون است. X1 = eλtV = et

1
0
0

 صورت به پایه جواب ی داریم. ویژه بردار ی تنها

پس کنیم. ارائه W ′ و W یافته تعمیم ویژه بردار دو

(A− λI)2W = O0 0 −1
0 0 0
0 0 0

w1

w2

w3

 =

0
0
0


یعن ،(A− λI)W ̸= O باید اما .w3 = 0 0پس 1 1

0 0 −1
0 0 0

w1

w2

w3

 ̸=

0
0
0


م توانیم بالا به توجه با پس م شود. نتیجه w3 ̸= 0 و w2 + w3 ̸= 0 نامعادله هم اینجا از

است زیر صورت به ٣ . ١٣ . ۵ قضیه از ر دی پایه جواب نتیجه در کنیم. انتخاب W = (0, 1, 0)t

X2 = eλt(W + t(A− λI)W ) = et

0
1
0

+ t

1
0
0

 .
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م کنیم مشخص را W ′ حال

(A− λI)3W ′ = W0 0 0
0 0 0
0 0 0

w′
1

w′
2

w′
3

 =

0
0
0


یعن ،(A− λI)2W ′ ̸= O شرط کم با اما باشد! چیزی هر م تواند W ′ اینجا تا 0پس 0 −1

0 0 0
0 0 0

w′
1

w′
2

w′
3

 ̸=

0
0
0


قضیه از سوم پایه جواب نتیجه در کنیم. انتخاب W ′ = (0, 0, 1)t م توانیم ′w.پس

3 ̸= 0 که داریم
است زیر صورت به ٣ . ١٣ . ۵

X3 = eλt(W ′ + t(A− λI)W ′ +
t2

2
(A− λI)2W ′) =

et

0
0
1

+ t

 1
−1
0

+
t2

2

−1
0
0

 .

است. Xg = c1X1 + c2X2 + c3X3 صورت به جواب ٢ . ١٨ . ۵ قضیه طبق اکنون

تست  سوالات نمونه ۶ . ۵{
dx
dt

= 2x+ 3y
dy
dt

= 2x+ y
اول مرتبه دیفرانسیل معادلات دستگاه جواب (٨۴ شیم (سراسری .١

از است عبارت
y = c1e

2t + c2e
t و x = c1e

2t + c2e
3t (١)

y = c1e
−t + 2c2e

4t و x = c1e
−t + 3c2e

4t (٢)
y = c1e

−t + c2e
4t و x = c1e

−t + c2e
4t (٣)

y = c1e
−t + 2c2e

t و x = c1e
−t + 3c2e

3t (۴)

X ′ =

(
a 1
0 a

)
دیفرانسیل معادله دستگاه جواب پایه های ماتریس (٨٣ ریاض (سراسری .٢

است )کدام
eat t
0 eat

)
(٢) eat

(
1 1 + t
0 1

)
(١)(

eat 0
teat eat

)
(۴) eat

(
1 t
0 1

)
(٣)
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است کدام

{
dx
dt

= 2x+ 3y
dy
dt

= 2x+ y
دستگاه اساس جواب های ین رنس (٧٩ ریاض (سراسری .٣

4e2t (۴) 4e3t (٣) e4t (٢) e2t (١)

با X ′ =

(
1 0
0 2

)
X +

(
1
et

)
دیفرانسیل معادله دستگاه جواب (٨٣ ریاض (سراسری .۴

است کدام X(0) =

(
1
0

)
اولیه )شرط

2e2t − 1
et − e2t

)
(٢)

(
et − 1

2et − 2e2t

)
(١)(

e2t − 1
2e2t − 2et

)
(۴)

(
2et − 1
e2t − et

)
(٣)

١٩٣



۶ فصل

سری ها کم با دیفرانسیل معادلات حل

داشت. تحلیل حل ثابت ضرایب با دوم مرتبه دیفرانسیل معادله ی کردید مشاهده سوم فصل در
ی حل فصل این در اما نبود. پذیر ان ام یا دشوار تحلیل حل ارائه م شد، متغیر ضرایب وقت اما

این چند هر م دهیم. آموزش سری ها کم به را است) دوم مرتبه روی (تمرکز دیفرانسیل معادله
مشخص عال بسیار را جواب رفتار اما نم دهد، دست به نقطه هر در را پاسخ دقیق مقدار روش
که وییم ب باید دهیم، شرح را دیفرانسیل معادله حل برای سری روش بخواهیم کل شمایل در م کند.
گسترش توان سری ی صورت به م توان را شده داده دیفرانسیل معادله جواب های م کنیم فرض
روش این شده اید، متوجه گذشته فصل های از که همانطور کرد. معلوم را سری ضرایب سپس و داد
نم تواند را دیفرانسیل معادله هر مطمئنا و دارد نواقص حتما آموخته اید، که روش های سایر مانند هم
عملا توان سری ضرایب محاسبه مواقع برخ در که است این روش این اساس ایراد ی کند! حل
سری دنباله، مانند مفاهیم روی عموم ریاض درس از دانشجو که است لازم است! پیچیده بسیار

باشد. داشته نسبی تسلط واگرایی و رایی هم عددی،

توابع سری مقدمات: ١ . ۶

ریاض دوره یا عموم ریاض منابع در دانشجویان برخ است ن مم و است مقدمات بخش این
مدرس عموم ریاض درس دوره در روند تغییر دلیل به صورت هر در باشند. شده آشنا آن با عموم
مسلط که کرد احساس دانشجو بخش این در اگر باشد. داشته زیر مفاهیم بر گذرا مروری م داند لازم

نماید. مراجعه عموم ریاض منابع به است بهتر نیست،
(t (یا x متغیر از تابع های آن جملات که سری یعن تابع سری ی از منظور .١ . ١ . ۶ تعریف
مختلف x های برای .f(x) = s1(x) + s2(x) + s3(x) + ... =

∑∞
n=1 sn(x) یعن باشند.

را هم است ن مم عددی سری های این از برخ که م یابیم دست مختلف عددی سری های به
باشد را هم آن ازای به تابع سری که x مقادیر همه مجموعه باشند. واگرا است ن مم برخ و

م نامیم. تابع سری رایی هم دامنه

sn(x) = nx(1− x2)n و است تابع سری f(x) =
∑∞

n=0 nx(1− x2)n سری .١ . ٢ . ۶ مثال

١٩۴



سری x = 2 برای و م دهد دست به را 0 رای هم عددی سری x = 0 برای تابع سری این است.
م دهد. دست به را

∑∞
n=1 2n(−3)n واگرای

که است تابع سری ی f(x) =
∑∞

n=0(−x)n =
∑∞

j=1(−x)j−1 سری .١ . ٣ . ۶ مثال
این .sn(x) = (−x)n کرد فرض م توان تعریف در خلل بدون است. sj(x) = (−x)j−1

x = −2 برای و م دهد دست به را
∑∞

n=0(
−1
2
)n رای هم عددی سری x = 1

2
برای تابع سری

م دهد. دست به را
∑∞

n=0 2
n واگرای سری

که ، تابع سری معروفترین برای اما نیست! ساده ای کار تابع سری ی رایی هم دامنه تعیین
م کنید. مشاهده ادامه در را آن که م شود مشخص دقیق رایی هم دامنه دارد نام توان سری

متغیر از مثبت و صحیح صعودی، توان های حسب بر تابع سری ی هرگاه .۴ . ١ . ۶ تعریف
زیر فرم دو از ی به تابع سری ر دی عبارت به گوییم. توان سری آن به شود مرتب x مستقل

باشد

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ... =

∞∑
n=0

anx
n

f(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)
2 + ... =

∞∑
n=0

an(x− x0)
n

که است توان سری ی f(x) =
∑∞

n=0(−x)n =
∑∞

n=0(−1)nxn تابع سری .۵ . ١ . ۶ مثال
است. an = (−1)n

م پذیریم. اثبات بدون را زیر قضیه
دامنه f(x) =

∑∞
n=0 anx

n توان سری برای ( توان سری رایی هم (دامنه .۶ . ١ . ۶ قضیه
گوییم. رایی هم شعاع R (به 1

R
= limn→∞|an+1

an
| آن در که است |x|< R برابر رایی هم

است). شعاع عکس متوال جمله دو مطلق قدر حد حقیقت در

که است واضح کنیم. مشخص را
∑∞

n=0
xn

n+1
توان سری رایی هم دامنه م خواهیم .١ . ٧ . ۶ مثال

پس .an = 1
n+1

1

R
= lim

n→∞
|an+1

an
|= lim

n→∞
|

1
n+2
1

n+1

|= lim
n→∞

|n+ 1

n+ 2
|= 1

است. رایی هم دامنه (−1, 1) معادل بطور یا |x|< 1 بنابراین است. R = 1 نتیجه در

کنیم فرض کنیم. مشخص را
∑∞

n=0
(x−2)n

n+1
توان سری رایی هم دامنه م خواهیم .١ . ٨ . ۶ مثال

پس .an = 1
n+1

که است واضح اکنون
∑∞

n=0
un

n+1
پس .u = x− 2

1

R
= lim

n→∞
|an+1

an
|= lim

n→∞
|

1
n+2
1

n+1

|= lim
n→∞

|n+ 1

n+ 2
|= 1
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یعن است. رایی هم دامنه |x − 2|< 1 معادل بطور یا |u|< 1 بنابراین است. R = 1 نتیجه در
.(1, 3) بازه

م پذیرم. اثبات بدون را زیر قضیه
دو آنگاه باشد |x|< R برابر f(x) =

∑∞
n=0 anx

n سری رایی هم دامنه اگر .١ . ٩ . ۶ قضیه
دارند را رایی هم دامنه همین نیز زیر سری

.f ′(x) =
∑∞

n=0 nanx
n−1 مشتق: سری (الف)

.
∫
f(x)dx =

∑∞
n=0

1
n+1

anx
n+1 انتگرال: سری (ب)

به منجر خاص حالت در پرسش این پاسخ هستند؟ توان سری ی صورت به توابع چه اما
کنید). دنبال عموم ریاض منابع در را بیشتر (جزییات م شود م لورن سری و تیلور سری تعریف

و (|x− x0|< R (یا (x0 −R, x0 +R) بازه روی تابع f(x) کنیم فرض .١ . ١٠ . ۶ ∞∑تعریف
n=0

f (n)(x0)
n!

(x−x0)
n توان سری به صورت این در باشد. پذیر مشتق دلخواه مرتبه هر از

تیلور، سری به آنگاه باشد صفر برابر x0 اگر گوییم. x0 نقطه حول تیلور) بسط (یا تیلور سری
.
∑∞

n=0
f (n)(0)

n!
xn یعن گوییم. م لورن سری

است. خودش چندجمله ای ی م لورن سری .١ . ١١ . ۶ تذکر

هر از تابع این که م دانیم بنویسیم. را f(x) = ex تابع م لورن سری م خواهیم .١ . ١٢ . ۶ مثال
داریم بنابراین .f (n)(0) = 1 لذا است. f (n)(x) = ex و است پذیر مشتق مرتبه ای

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn =

∞∑
n=0

1

n!
xn =

∞∑
n=0

xn

n!
.

زیرا است. حقیق اعداد کل رایی هم دامنه یعن است بینهایت با برابر سری این رایی هم شعاع
و an = 1

n!

1

R
= lim

n→∞
|an+1

an
|= lim

n→∞
| n!

(n+ 1)!
|= lim

n→∞
| 1

n+ 1
|= 0.

این که م دانیم بنویسیم. x0 = 1 در را f(x) = ex تابع تیلور سری م خواهیم .١ . ١٣ . ۶ مثال
داریم بنابراین .f (n)(1) = e لذا است. f (n)(x) = ex و است پذیر مشتق مرتبه ای هر از تابع

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n =
∞∑
n=0

e

n!
(x− 1)n = e

∞∑
n=0

(x− 1)n

n!
.

زیرا است. حقیق اعداد کل رایی هم دامنه یعن است بینهایت با برابر سری این رایی هم شعاع
an = 1

n!

1

R
= lim

n→∞
|an+1

an
|= lim

n→∞
| n!

(n+ 1)!
|= lim

n→∞
| 1

n+ 1
|= 0.
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از تابع این که م دانیم بنویسیم. را f(x) = sin x تابع م لورن سری م خواهیم .١۴ . ١ . ۶ مثال
f ′′(x) = − sinx اما .f ′(0) = 1 لذا و f ′(x) = cos x داریم است. پذیر مشتق مرتبه ای هر
که م شود مشاهده روند این ادامه با .f ′′′(0) = −1 صورت همین به .f ′′(0) = 0 نتیجه در و

داریم بنابراین هستند. صفر هم زوج مرتبه مشتقات
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn = f(0) +

f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + ... =

0 + x+ 0− 1

3!
x3 + 0− ... =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1.

کنید). (بررس است حقیق اعداد کل نیز سری این رایی هم دامنه
م پذیریم. اثبات بدون را زیر قضیه

است برابر x = x0 در کسری تابع ی م لورن) (یا تیلور سری رایی هم شعاع .١۵ . ١ . ۶ قضیه
.x0 از مخرج ریشه های فاصله کمترین با

مخرج ریشه چون است. ی برابر x0 = 2 در 1
x−1

تابع تیلور سری رایی هم شعاع .١۶ . ١ . ۶ مثال
است. ی x0 تا ریشه این فاصله و است ی

−i و i مخرج ریشه چون است. ی برابر 1
x2+1

تابع م لورن سری رایی هم شعاع .١ . ١٧ . ۶ مثال
است. ی 0 تا ریشه ها این فاصله و است

مخرج ریشه چون است. ی برابر 1
(x−1)(x−4)

تابع م لورن سری رایی هم شعاع .١ . ١٨ . ۶ مثال
است. ی 0 تا ریشه ها این فاصله کمترین و است 4 و 1

پرکاربرد توابع برخ م لورن سری زیر کادر در دارد! بیشتری اهمیت ما برای م لورن سری
کند!). حفظ را آن دانشجو است (بهتر م بینیم را رایی هم شعاع با همراه
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آورید. دست به را
∑∞

n=0
(−1)nxn

(n+1)3n
سری رایی هم دامنه .١ . ١٩ . ۶ تمرین

پس .an = (−1)n

(n+1)3n
که است واضح حل.

1

R
= lim

n→∞
|an+1

an
|= lim

n→∞
|

(−1)n+1

(n+2)3n+1

(−1)n

(n+1)3n

|= lim
n→∞

| (n+ 1)3n

(n+ 2)3n+1
|= 1

3

است. رایی هم دامنه (−3, 3) معادل بطور یا |x|< 3 بنابراین است. R = 3 نتیجه در
کنید. اثبات را eix = cos x+ i sin x اویلر، قانون .١ . ٢٠ . ۶ تمرین

که م دانیم م لورن، سری برای بالا کادر طبق حل.

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2!
+ · · · .

لذا

eix =
∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + ix− x2

2!
− i

x3

3!
+ · · · .

نتیجه در

eix = (1− x2

2!
+

x4

4!
− ...) + i(x− x3

3!
+

x5

5!
− ...).

است. کامل حل و است sin x دوم پرانتز و cosx اول پرانتز بالا، کادر طبق
بنویسید. را f(x) = coshx تابع م لورن سری .١ . ٢١ . ۶ تمرین

داریم بالا جدول طبق پس .coshx = ex+e−x

2
که م دانیم حل.

coshx =
1

2
(ex + e−x) =

1

2

(
(1 + x+

x2

2!
+ · · ·) + (1 + (−x) +

(−x)2

2!
+ · · ·)

)
=

1

2
(2 + x2 +

2x4

24
+ · · ·) = 1 +

x2

2
+

x4

24
+ · · · =

∞∑
n=0

x2n

(2n)!
.

آورید. دست به را −1
(x+1)2

م لورن سری .١ . ٢٢ . ۶ تمرین

داریم بالا جدول طبق حل.
1

x+ 1
=

1

1− (−x)
=

1 + (−x) + (−x)2 + (−x)3 + · · · = 1− x+ x2 − x3 + · · · .
پس .( 1

1+x
)′ = −1

(x+1)2
که داریم دقت کم با اما

(
1

x+ 1
)′ = −1 + 2x− 3x2 + · · · .
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عادی نقطه : توان سری روش به دیفرانسیل معادله حل ٢ . ۶
را روش این البته م دهیم. آموزش توان سری کم به را دیفرانسیل معادله ی حل بخش این در
نمایید دقت زیر مثال دو به کاری هر شروع از قبل م کنیم. استفاده خط دوم مرتبه معادلات برای

شوید. آشنا کار روند با ادامه در تا آورده ایم اول مرتبه معادلات برای که

اول مرتبه خط دیفرانسیل معادله .٢ . ١ . ۶ مثال

y′ − 3xy = x y(0) = 1

که م پذیریم فعلا است). مشخص آن جواب و است اول مرتبه خط (معادله یرید ب نظر در را
را توان سری ی است کاف پس است. توان سری ل ش به که است تابع معادله این جواب
را y =

∑∞
n=0 bnx

n توان سری مثلا کنیم. مشخص را سری ضرایب سپس و کنیم فرض جواب
داریم است. bnها تعیین ما هدف م گیریم. نظر در

y′ =
∞∑
n=0

nbnx
n−1 = b1 + 2b2x+ 3b3x

2 + · · · .

داریم دیفرانسیل معادله در ذاری جای با

(b1 + 2b2x+ 3b3x
2 + · · ·)− 3x(b0 + b1x+ b2x

2 + · · ·) = x.

نوشته ایم) هم را kام توان و هستند هم زیر درجه ها (هم م کنیم مرتب کم

b1 +2b2x +3b3x
2 + · · · +kbkx

k−1 + · · ·
−3b0x −3b1x

2 + · · · −3bk−2x
k−1 + · · · = x.

باید پس است. صفر برابر x0 ضریب تساوی راست سمت م دهیم. قرار متحد را درجه ها هم حال
معادل بطور 2b2 − 3b0 = 1 باید پس است. ی برابر x ضریب تساوی راست سمت .b1 = 0
بطور یا 3b3 − 3b1 = 0 باید پس است صفر تساوی راست سمت در x2 ضریب .b2 = 3b0+1

2

باید پس است صفر راست سمت در xk−1 ضریب م دهیم، ادامه را روند همین .b3 = 0 معادل
مشخص را ضرایب ،k ≥ 2 برای ( (بازگشت دنباله این .bk = 3

k
bk−2 یعن .kbk − 3bk−2 = 0

b1 از مضربی به فرد kهای برای روند همین با .b3 = 3
3
b1 = 0 داریم k = 3 برای مثلا م کند.

داریم اما هستند. صفر هم فرد ضریب های نتیجه در و رسید خواهیم

b4 =
3

4
b2 =

3

4
.
3b0 + 1

2
.

اما
b6 =

3

6
.b4 =

3

6
.
3

4
.
3b0 + 1

2
.
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داریم بنابراین رسید. خواهیم b2 از مضربی به زوج kهای برای روند همین با

b2n =
3n−1

2nn!
(3b0 + 1).

لذا

y = b0 + b2x
2 + b4x

4 + · · · = b0 + (
3b0 + 1

2
)x2 + (

3

4
.
3b0 + 1

2
)x4 + · · · .

لذا و b0 = 1 که م دهد نتیجه y(0) = 1 اما

y = 1 + 2x2 +
3

2
x4 + · · · .

سری به بنویسید م لورن سری و آورید دست به را بالا اول مرتبه خط دیفرانسیل معادله جواب اگر
است). y = 4e

3
2x2

3
− 1

3
بالا اولیه شرط با دیفرانسیل معادله جواب م رسید بالا

معادله این م دانیم یرید. ب نظر در را xy′ = 1 اول مرتبه خط دیفرانسیل معادله .٢ . ٢ . ۶ مثال
به که است تابع معادله این جواب که م پذیریم فعلا است. y = lnx + c عموم جواب دارای
سری ضرایب سپس و کنیم فرض جواب را توان سری ی است کاف پس است. توان سری ل ش
bnها تعیین ما هدف م گیریم. نظر در را y =

∑∞
n=0 bnx

n توان سری مثلا کنیم. مشخص را
داریم است.

y′ =
∞∑
n=0

nbnx
n−1 = b1 + 2b2x+ 3b3x

2 + · · · .

داریم دیفرانسیل معادله در ذاری جای با

x(b1 + 2b2x+ 3b3x
2 + · · ·) = 1.

یعن

b1x+ 2b2x
2 + 3b3x

3 + · · · = 1.

سمت اما است. ی برابر x0 ضریب تساوی راست سمت م دهیم. قرار متحد را درجه ها هم حال
دارد توان سری صورت به جوابی معادله این که این بر مبن ما فرض بنابراین ندارد! x0 اصلا چپ

دارد! ل مش اساس و پایه بن، بیخ، از

دیفرانسیل معادله ی زمان چه که م دهد سوق طبیع سوال این طرف به را ما بالا مثال دو
ابتدا داد. خواهیم بعد بخش و ادامه در را پرسش این پاسخ دارد؟ توان سری صورت به جوابی

است. لازم زیر مقدمات
داشته تیلور سری x = x0 در هرگاه است تحلیل x = x0 در f(x) تابع گوییم .٢ . ٣ . ۶ تعریف

است. تحلیل f(x) گوییم باشد تحلیل خود دامنه سراسر در f(x) اگر باشد.

٢٠٠



و مجموع هستند. تحلیل همواره چندجمله ای ها هستند. تحلیل ex و sinx توابع .۴ . ٢ . ۶ مثال
نشود، صفر مخرج که آن شرط به ، تحلیل تابع دو تقسیم است. تحلیل ، تحلیل توابع ضرب حاصل

است. تحلیل

در باشند. تحلیل x = x0 در f2(x) و f1(x) ،f0(x) ،g(x) توابع کنیم فرض .۵ . ٢ . ۶ تعریف
f2(x)y

′′ + f1(x)y
′ + f0(x)y = g(x) دیفرانسیل معادله برای را x = x0 نقطه صورت این

منفرد یا عادی غیر نقطه x0 به صورت این غیر در .f2(x0) ̸= 0 هرگاه گوییم معمول یا عادی
گوییم.

نقطه x0 = −1 و x0 = 1 نقطه (1− x2)y′′ + xy′ = 3x دیفرانسیل معادله برای .۶ . ٢ . ۶ مثال
م باشند. عادی نقاط سایر و هستند منفرد

است. عادی نقطه ای هر آنگاه باشند تحلیل f1(x) ،f0(x) ،g(x) و f2(x) = 1 اگر .٢ . ٧ . ۶ مثال

را قضیه کنیم. ارائه زیر قضیه در را بالا در شده مطرح سوال پاسخ از بخش که است آن وقت
م پذیرم. اثبات بدون

اگر باشند. تحلیل x = x0 در f2(x) و f1(x) ،f0(x) ،g(x) توابع کنیم فرض .٢ . ٨ . ۶ قضیه
f2(x)y

′′ + f1(x)y
′ + f0(x)y = g(x) دیفرانسیل معادله آنگاه باشد معمول نقطه x = x0

فرم به جواب این که است y =
∑∞

n=0 an(x− x0)
n تیلور سری صورت به جوابی دارای

y = c
∑
i

ui(x− x0)
i + c′

∑
j

vj(x− x0)
j +

∑
l

cl(x− x0)
l

هستند). ثابت c′ و c) است نوشتن قابل

بیاموزید. را ٢ . ٨ . ۶ قضیه از استفاده نحوه تا کنید دنبال را زیر مثال های

به را (x2 − 2x)y′′ − (5x− 5)y′ − 7y = 0 دیفرانسیل معادله جواب م خواهیم .٢ . ٩ . ۶ مثال
داریم آوریم. دست به را سری رایی هم شعاع سپس و کنیم پیدا x0 = 1 در سری روش

f2(x) = x2 − 2x, f1(x) = −5x+ 5, f0(x) = −7, g(x) = 0.

قرار بر ٢ . ٨ . ۶ قضیه شرایط لذا است. f2(1) = −1 و هستند تحلیل x0 = 1 در بالا توابع تمام
نیاز لذا است، x − 1 توان های حسب بر سری صورت به جواب ،٢ . ٨ . ۶ قضیه طبق چون است.
کنیم. مرتب x− 1 توان های حسب بر یعن بنویسیم، f2(x) و f1(x) ،f0(x) تیلور سری که داریم
x− 1 توان های حسب بر خودش f1(x) = −5(x− 1) اما .f2(x) = −1+ (x− 1)2 بنابراین
صورت به جواب کنیم فرض اکنون .f3(x) = −7 = −7(x − 1)0 همینطور است. شده مرتب

لذا است. y =
∑∞

n=0 an(x− 1)n

y′ =
∞∑
n=0

nan(x− 1)n−1 y′′ =
∞∑
n=0

n(n− 1)an(x− 1)n−2

٢٠١



داریم دیفرانسیل معادله در بالا موارد همه ذاری جای با و

(−1 + (x− 1)2)
∞∑
n=0

n(n− 1)an(x− 1)n−2 − 5(x− 1)
∞∑
n=0

nan(x− 1)n−1−

7
∞∑
n=0

an(x− 1)n = 0.

را اندیس هم ماهای سی و م کنیم منتقل ما سی داخل به را عبارات سپس و انجام را پرانتز ها ضرب
م دهیم قرار هم کنار

∞∑
n=0

−n(n− 1)an(x− 1)n−2+

∞∑
n=0

[n(n− 1)− 5n− 7)]an(x− 1)n = 0.

مای سی در (x − 1)0 ضریب اما است. صفر با برابر تساوی راست سمت در (x − 1)0 ضریب
ضریب همچنین م شود. صفر اول مای سی n = 1 و n = 0 برای زیرا است. −2a2 با برابر اول
چپ سمت در (x − 1)0 ضریب لذا (چرا؟). است −7a0 با برابر دوم مای سی در (x − 1)0

داریم تساوی طرف دو در درجه ها هم ضرایب کردن متحد با است. −2a2 − 7a0 با برابر تساوی
.a2 = −7

2
a0 معادل بطور یا −2a2 − 7a0 = 0

مای سی در x− 1 ضریب اما است. صفر با برابر تساوی راست سمت در x− 1 ضریب که داریم
(چرا؟). است −12a1 با برابر دوم مای سی در x − 1 ضریب (چرا؟). است −6a3 با برابر اول
هم ضرایب کردن متحد با است. −6a3 − 12a1 با برابر تساوی چپ سمت در x− 1 ضریب لذا
ادامه را روند .a3 = −2a1 معادل بطور یا −6a3 − 12a1 = 0 داریم تساوی طرف دو در درجه ها

م دهیم.
در (x − 1)k ضریب اما است. صفر با برابر تساوی راست سمت در (x − 1)k ضریب که داریم
دوم مای سی در (x − 1)k ضریب (چرا؟). است −(k + 2)(k + 1)ak+2 با برابر اول مای سی
با برابر تساوی چپ سمت در (x − 1)k ضریب لذا (چرا؟). است (k2 − 6k − 7)ak با برابر
دو در درجه ها هم ضرایب کردن متحد با است. −(k + 2)(k + 1)ak+2 + (k2 − 6k − 7)ak

داریم تساوی طرف

−(k + 2)(k + 1)ak+2 + (k2 − 6k − 7)ak = 0.

a1 و a0 برحسب ضرایب همه حال .ak+2 = k−7
k+2

ak داریم را زیر بازگشت دنباله سازی ساده با
داریم مثال برای است. محاسبه قابل

a4 =
2− 7

2 + 2
a2 =

−5

4
.
−7

2
a0 =

35

8
a0

a5 =
3− 7

3 + 2
a3 =

−4

5
(−2a1) =

8

5
a1.
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دسترس در y جواب اکنون است. a1 از مضربی فرد ضرایب و a0 از مضربی زوج ضرایب واقع در
زیرا است!

y = a0(x− 1)0 + a1(x− 1) + a2(x− 1)2 + a3(x− 1)3 + ... =

a0(x− 1)0 + a1(x− 1)− 7

2
a0(x− 1)2 − 2a1(x− 1)3 + ...

a0(1−
7

2
(x− 1)2 +

35

8
(x− 1)2 + ...)+

a1((x− 1)− 2(x− 1)3 +
8

5
(x− 1)5 + ...).

را سوم مای سی جواب فرم است g(x) = 0 چون هستند. ٢ . ٨ . ۶ قضیه در c′ و c همان a1 و a0

ببینید) دقت به را ۶ . ١ . ۶ (قضیه م کنیم حساب را رایی هم شعاع اکنون ندارد. ٢ . ٨ . ۶ قضیه در

1

R
= lim

n→∞
|an+2

an
|= lim

n→∞
|n− 7

n+ 2
|= 1

است. R = 1 لذا

اولیه شرط با دیفرانسیل معادله م خواهیم .٢ . ١٠ . ۶ مثال

y′′ + 2x2y = 0 y(0) = 0, y′(0) = 1

داریم هستیم). خصوص جواب (دنبال کنیم حل سری روش به را

f2(x) = 1, f1(x) = 0, f0(x) = 2x2, g(x) = 0.

قرار بر ٢ . ٨ . ۶ قضیه شرایط لذا است. f2(0) = 1 و هستند تحلیل x0 = 0 در بالا توابع تمام
نداریم نیاز لذا است، x توان های حسب بر سری صورت به جواب ،٢ . ٨ . ۶ قضیه طبق چون است.
حسب بر خودکار صورت به زیرا بنویسیم، را f2(x) و f1(x) ،f0(x) (م لورن) تیلور سری که

لذا است. y =
∑∞

n=0 anx
n صورت به جواب کنیم فرض اکنون شده اند. مرتب x توان های

y′ =
∞∑
n=0

nanx
n−1 y′′ =

∞∑
n=0

n(n− 1)anx
n−2

داریم دیفرانسیل معادله در بالا موارد همه ذاری جای با و
∞∑
n=0

n(n− 1)anx
n−2 + 2x2

∞∑
n=0

anx
n = 0

م کنیم منتقل ما سی داخل به را عبارت
∞∑
n=0

n(n− 1)anx
n−2 +

∞∑
n=0

2anx
n+2 = 0.
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2a2 با برابر اول مای سی در x0 ضریب اما است. صفر با برابر تساوی راست سمت در x0 ضریب
مای سی در x0 ضریب همچنین م شود. صفر اول مای سی n = 1 و n = 0 برای زیرا است.
کردن متحد با است. 2a2 با برابر تساوی چپ سمت در x0 ضریب لذا (چرا؟). است 0 با برابر دوم

.a2 = 0 معادل بطور یا 2a2 = 0 داریم تساوی طرف دو در درجه ها هم ضرایب
با برابر اول مای سی در x ضریب اما است. صفر با برابر تساوی راست سمت در x ضریب که داریم
چپ سمت در x ضریب لذا (چرا؟). است 0 با برابر دوم مای سی در x ضریب (چرا؟). است 6a3
6a3 = 0 داریم تساوی طرف دو در درجه ها هم ضرایب کردن متحد با است. 6a3 با برابر تساوی

م دهیم. ادامه را روند .a3 = 0 معادل بطور یا
برابر اول مای سی در xk ضریب اما است. صفر با برابر تساوی راست سمت در xk ضریب که داریم
(چرا؟). است 2ak−2 با برابر دوم مای سی در xk ضریب (چرا؟). است (k + 2)(k + 1)ak+2 با
کردن متحد با است. (k+2)(k+1)ak+2+2ak−2 با برابر تساوی چپ سمت در xk ضریب لذا

داریم تساوی طرف دو در درجه ها هم ضرایب

(k + 2)(k + 1)ak+2 + 2ak−2 = 0.

برحسب ضرایب همه حال .ak+2 = −2
(k+2)(k+1)

ak−2 داریم را زیر بازگشت دنباله سازی مرتب با
داریم مثال برای است. محاسبه قابل a1 و a0

a4 =
−2

(2 + 2)(2 + 1)
a0 =

−1

6
a0

a5 =
−2

(3 + 2)(3 + 1)
a1 =

−1

10
a1

a6 = a7 = 0

a8 =
−2

(6 + 2)(6 + 1)
a4 =

−1

28
.
−1

6
a0 =

1

168
a0

a9 =
−2

(7 + 2)(7 + 1)
a5 =

−1

36
.
−1

10
a0 =

1

360
a0

زیرا است! دسترس در y جواب اکنون

y = a0x
0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + ... =

a0x
0 + a1x+ 0 + 0− 1

6
a0x

4 − 1

10
a1x

5 + ...

a0(1−
1

6
x4 + ...) + a1(x− 1

10
x5 + ...).

را سوم مای سی جواب فرم است g(x) = 0 چون هستند. ٢ . ٨ . ۶ قضیه در c′ و c همان a1 و a0

زیرا است. بینهایت سری این رایی هم شعاع بدانید که نیست بد ندارد. ٢ . ٨ . ۶ قضیه در

1

R
= lim

n→∞
|an+2

an−2

|= lim
n→∞

| −2

(n+ 2)(n+ 1)
|= 0.

٢٠۴



y′ = a1(1 − اما .y = a1(x − 1
10
x5 + ...) یعن .a0 = 0 که م کند ایجاب y(0) = 0 اما

به نظر مد خصوص جواب پس .a1 = 1 که م کند ایجاب y′(0) = 1 شرط و است 1
2
x4 + ...)

است. y = x− 1
10
x5 + ... صورت

همان کار روند ببینید. را شده حل تمرین های است ناصفر g(x) آن در که مثال ی دیدن برای
است. بالا مثال های

مفید رایی هم شعاع محاسبه برای که داریم را زیر نتیجه ١۵ . ١ . ۶ قضیه و ٢ . ٨ . ۶ قضیه از اکنون
است.

اگر باشند. چندجمله ای x = x0 در f2(x) و f1(x) ،f0(x) توابع کنیم فرض .٢ . ١١ . ۶ نتیجه
دوم مرتبه دیفرانسیل معادله آنگاه باشد معمول نقطه x = x0

f2(x)y
′′ + f1(x)y

′ + f0(x)y = 0 یا y′′ +
f1(x)

f2(x)
y′ +

f0(x)

f2(x)
y = 0

سری رایی هم شعاع و است y =
∑∞

n=0 an(x − x0)
n تیلور سری صورت به جوابی دارای

است. دیفرانسیل معادله عادی غیر نقطه از x0 فاصله کمترین با برابر جواب

دیفرانسیل معادله جواب تیلور سری رای هم شعاع م خواهیم .٢ . ١٢ . ۶ مثال

(x2 − 2x)y′′ − (5x− 5)y′ − 7y = 0

داریم کنیم. پیدا x0 = 1 در را

f2(x) = x2 − 2x, f1(x) = −5x+ 5, f0(x) = −7.

کمترین ٢ . ١١ . ۶ نتیجه طبق که هستند 2 و 0 عادی غیر نقاط هستند. چندجمله ای بالا توابع تمام
دیدید). بالا مثال  در که (همانطور است شعاع R = 1 با برابر x0 = 1 از فاصله

سری روش به را x2y′′ + 2y′ + (x− 1)y = x2 + 2 دیفرانسیل معادله جواب .٢ . ١٣ . ۶ تمرین
دهید. ارائه y′(1) = 0 ،y(1) = 0 اولیه شرط با خصوص جواب کنید. پیدا x0 = 1 در

داریم حل.

f2(x) = x2, f1(x) = 2, f0(x) = x− 1, g(x) = x2 + 2.

قرار بر ٢ . ٨ . ۶ قضیه شرایط لذا است. f2(1) = 1 و هستند تحلیل x0 = 1 در بالا توابع تمام
نیاز لذا است، x − 1 توان های حسب بر سری صورت به جواب ،٢ . ٨ . ۶ قضیه طبق چون است.
مرتب x− 1 توان های حسب بر یعن بنویسیم، f2(x) و f1(x) ،f0(x) ،g(x) تیلور سری که داریم

بنابراین کنیم.

f2(x) = 1 + 2(x− 1) + (x− 1)2, g(x) = 3 + 2(x− 1) + (x− 1)2.

٢٠۵



جواب کنیم فرض اکنون است. شده مرتب x− 1 توان های حسب بر خودشان f1(x) و f0(x) اما
لذا است. y =

∑∞
n=0 an(x− 1)n صورت به

y′ =
∞∑
n=0

nan(x− 1)n−1 y′′ =
∞∑
n=0

n(n− 1)an(x− 1)n−2

داریم دیفرانسیل معادله در بالا موارد همه ذاری جای با و

(1 + 2(x− 1) + (x− 1)2)
∞∑
n=0

n(n− 1)an(x− 1)n−2+

2
∞∑
n=0

nan(x− 1)n−1 + (x− 1)
∞∑
n=0

an(x− 1)n = 3 + 2(x− 1) + (x− 1)2.

را اندیس هم ماهای سی و م کنیم منتقل ما سی داخل به را عبارات سپس و انجام را پرانتز ها ضرب
م دهیم قرار هم کنار

∞∑
n=0

n(n− 1)an(x− 1)n−2+

∞∑
n=0

2n2an(x− 1)n−1+

∞∑
n=0

n(n− 1)an(x− 1)n

∞∑
n=0

an(x− 1)n+1 = 3 + 2(x− 1) + (x− 1)2.

اول مای سی در (x − 1)0 ضریب اما است. 3 با برابر تساوی راست سمت در (x − 1)0 ضریب
(x−1)0 ضریب لذا (چرا؟). است 0 و 0 ،2a1 ،2a2 با برابر ترتیب به چهارم و سوم دوم، مای سی
تساوی طرف دو در درجه ها هم ضرایب کردن متحد با است. 2a2 با برابر تساوی چپ سمت در

.2a1 + 2a2 = 3 داریم
مای سی در x − 1 ضریب اما است. 2 با برابر تساوی راست سمت در x − 1 ضریب که داریم
سمت در x − 1 ضریب لذا (چرا؟). است a0 و 0 ،8a2 ،6a3 ترتیب به چهارم و سوم دوم، اول،
تساوی طرف دو در درجه ها هم ضرایب کردن متحد با است. 6a3+8a2+ a0 با برابر تساوی چپ

.6a3 + 8a2 + a0 = 2 داریم
مای سی در (x−1)2 ضریب اما است. 1 با برابر تساوی راست سمت در (x−1)2 ضریب که داریم
در (x− 1)2 ضریب لذا (چرا؟). است a1 و 2a2 ،18a3 ،12a4 ترتیب به چهارم و سوم دوم، اول،
دو در درجه ها هم ضرایب کردن متحد با است. 12a4 + 18a3 + a1 با برابر تساوی چپ سمت

م دهیم. ادامه را روند .12a4 + 18a3 + a1 = 1 داریم تساوی طرف
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ضریب اما است. صفر با برابر k ≥ 3 برای تساوی راست سمت در (x − 1)k ضریب که داریم
با برابر تساوی چپ سمت در (x− 1)k

(k + 2)(k + 1)ak+2 + 2(k + 1)2ak+1 + k(k − 1)ak + ak−1 = 0

داریم مثال برای است. محاسبه قابل a1 و a0 برحسب ضرایب همه حال است.

a2 =
3− 2a1

2

a3 =
2− a0 − 8a2

6
=

8a1 − a0 − 10

6

a4 =
1− a1 − 18a3

12
=

31− 25a1 + 3a0
12

زیرا است! دسترس در y جواب اکنون

y = a0(x− 1)0 + a1(x− 1) + a2(x− 1)2 + a3(x− 1)3 + ... =

a0(x− 1)0 + a1(x− 1) + (
3− 2a1

2
)(x− 1)2+

(
8a1 − a0 − 10

6
)(x− 1)3 + ... =

a0(1−
1

6
(x− 1)3 + ...) + a1((x− 1)− (x− 1)2 +

4

3
(x− 1)3 + ...)+

(
3

2
(x− 1)2 − 5

3
(x− 1)3 + ...).

قضیه جواب فرم در سوم مای سی همان سوم پرانتز هستند. ٢ . ٨ . ۶ قضیه در c′ و c همان a1 و a0
و y(1) = a0 = 0 زیرا است. a0 = a1 = 0 بالا اولیه شرط دو کم با است. ٢ . ٨ . ۶

است. y = 3
2
(x− 1)2 − 5

3
(x− 1)3 + ... نظر مد خصوص جواب پس .y′(1) = a1 = 0

در توان سری روش به را y′′ − 2xy′ − 2y = ex دیفرانسیل معادله جواب .١۴ . ٢ . ۶ تمرین
کنید. پیدا x0 = 0

داریم حل.

f2(x) = 1, f1(x) = −2x, f0(x) = −2, g(x) = ex.

قرار بر ٢ . ٨ . ۶ قضیه شرایط لذا است. f2(0) = 1 و هستند تحلیل x0 = 0 در بالا توابع تمام
داریم نیاز لذا است، x توان های حسب بر سری صورت به جواب ،٢ . ٨ . ۶ قضیه طبق چون است.
سری که است نیاز فقط اما بنویسیم، را f2(x) و f1(x) ،f0(x) ،g(x) (م لورن) تیلور سری که
واضح شده اند. مرتب x توان های حسب بر خودکار صورت به بقیه و بنویسیم را g(x) م لورن
y =

∑∞
n=0 anx

n صورت به جواب کنیم فرض اکنون .g(x) = 1 + x+ 1
2!
x2 + · · · که است

لذا است.

y′ =
∞∑
n=0

nanx
n−1 y′′ =

∞∑
n=0

n(n− 1)anx
n−2
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داریم دیفرانسیل معادله در بالا موارد همه ذاری جای با و

∞∑
n=0

n(n− 1)anx
n−2 − 2x

∞∑
n=0

nanx
n−1 − 2

∞∑
n=0

anx
n = 1 + x+

1

2!
x2 + · · · .

م کنیم منتقل ما سی داخل به را عبارت

∞∑
n=0

n(n− 1)anx
n−2 +

∞∑
n=0

(−2n− 2)anx
n = 1 + x+

1

2!
x2 + · · · .

با برابر تساوی چپ سمت در x0 ضریب اما است. 1 با برابر تساوی راست سمت در x0 ضریب
2a2 − 2a0 = 1 داریم تساوی طرف دو در درجه ها هم ضرایب کردن متحد با است. 2a2 − 2a0

.a2 = 1
2
+ a0 لذا و

برابر تساوی چپ سمت در x ضریب اما است. 1 با برابر تساوی راست سمت در x ضریب که داریم
6a3−4a1 = 1 داریم تساوی طرف دو در درجه ها هم ضرایب کردن متحد با است. 6a3−4a1 با

م دهیم. ادامه را روند .a3 = 1
6
+ 2

3
a1 لذا و

تساوی چپ سمت در xk ضریب اما است. 1
k!

با برابر تساوی راست سمت در xk ضریب که داریم
دو در درجه ها هم ضرایب کردن متحد با است. (k + 2)(k + 1)ak+2 − (2k + 2)ak با برابر

داریم را زیر بازگشت دنباله تساوی طرف

(k + 2)(k + 1)ak+2 − (2k + 2)ak =
1

k!
.

لذا و 12a4 − 6a2 =
1
2

داریم مثال برای است. محاسبه قابل a1 و a0 برحسب ضرایب همه حال

a4 =
1

24
+

1

2
a2 =

1

24
+

1

2
(
1

2
+ a0) =

7

24
+

1

2
a0.

زیرا است! دسترس در y جواب اکنون

y = a0x
0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + ... =

a0x
0 + a1x+ (

1

2
+ a0)x

2 + (
1

6
+

2

3
a1)x

3 + (
7

24
+

1

2
a0)x

4 + · · ·

a0(1 + x2 +
1

2
x4 + · · ·) + a1(x+

2

3
x3 + · · ·)+

(
1

2
x2 +

1

6
x3 +

7

24
x4 + · · ·).

در جواب فرم سوم پرانتز و است g(x) ̸= 0 چون هستند. ٢ . ٨ . ۶ قضیه در c′ و c همان a1 و a0
دارد. را ٢ . ٨ . ۶ قضیه
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مشتقات روش : توان سری روش به دیفرانسیل معادله حل ٣ . ۶
لایبنیتز‐م لورن روش یا متوال

شدید متوجه قبل بخش در م شود. استفاده اولیه شرایط با دیفرانسیل معادله حل برای روش این از
حقیقت در ببینید). را ٢ . ٨ . ۶ (قضیه است تحلیل جواب دارای دیفرانسیل معادله ی زمان چه که
خود کم به جدید روش ی حال است. تیلور سری صورت به دیفرانسیل معادله جواب زمان چه

م کنیم. معرف دیفرانسیل معادله
تحلیل دیفرانسیل معادله جواب تا م کنیم بررس را ٢ . ٨ . ۶ قضیه شرایط : متوال مشتقات روش

م گیریم. نظر در x = x0 در تیلور سری صورت به را دیفرانسیل معادله جواب سپس باشد.

م کنیم. ذاری جای سری در و م کنیم حساب را مشتقات دیفرانسیل معادله خود کم با سپس

دیفرانسیل معادله م خواهیم .٣ . ١ . ۶ مثال

y′′ − xy′ + 3y = 0 y(0) = 1, y′(0) = 0

(سری م لورن سری پس است. قرار بر ٢ . ٨ . ۶ شرایط تمام کنیم. حل متوال مشتقات روش به را
یعن م نویسیم. را (x0 = 0 در تیلور

y = y(0) + y′(0)x+
y′′(0)

2!
x2 +

y′′′(0)

3!
x3 +

y(4)(0)

4!
x4 + · · · .

که داریم بنابراین y′′ = xy′ − 3y اما هستند. مشخص y′(0) و y(0) مقدار دو اولیه شرایط طبق
حال .y′′(0) = 0× y′(0)− 3y(0) = −3

y′′′ = (xy′ − 3y)′ = y′ + xy′′ − 3y′

همچنین .y′′′(0) = y′(0) + 0× y′′(0)− 3y′(0) = 0 لذا و

y(4) = (y′′′)′ = y′′ + y′′ + xy′′ − 3y′′ = xy′′ − y′′

حاصل زیر م لورن سری ذاری، جای با لذا و داد ادامه را روند م توان .y(4)(0) = 3 نتیجه در و
م شود

y = 1− 3

2!
x2 +

3

4!
x4 + · · · .

روش به را (x2 − 2x)y′′ − (5x − 5)y′ − 7y = 0 دیفرانسیل معادله جواب .٣ . ٢ . ۶ تمرین
کنید. پیدا x0 = 1 در متوال مشتقات

پس است. قرار بر ٢ . ٨ . ۶ شرایط تمام x0 = 1 برای اما است! نشده داده اولیه شرایط حل.
یعن م نویسیم. x0 = 1 در را تیلور سری

y = y(1) + y′(1)(x− 1) +
y′′(1)

2!
(x− 1)2 +

y′′′(1)

3!
(x− 1)3+

y(4)(1)

4!
(x− 1)4 + · · · .
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محاسبه قابل دو این حسب بر مشتقات سایر نیست! ساخته ما از کاری y′(1) و y(1) مقدار دو برای
همچنین .y′′(1) = −7y(1) لذا .y′′ = 5x−5

x2−2x
y′ + 7y داریم مثلا است.

0 = ((x2 − 2x)y′′ − (5x− 5)y′ − 7y)′ =

(2x− 2)y′′ + (x2 − 2x)y′′′ − 5y′ − (5x− 5)y′′ − 7y′.

زیر م لورن سری ذاری، جای با لذا و داد ادامه را روند م توان .y′′′(1) = −12y′(1) نتیجه در
م شود حاصل

y = y(1) + y′(1)(x− 1)− 7y(1)

2!
(x− 1)2 − 12y′′(1)

3!
(x− 1)3 + · · · =

y(1)(1− 7

2
(x− 1)2 + · · ·) + y′(1)((x− 1)− 2(x− 1)3 + · · ·).

کنید! مقایسه ٢ . ٩ . ۶ مثال جواب با را بالا جواب هستند. ٢ . ٨ . ۶ قضیه c′ و c همان y′(1) و y(1)

عادی غیر نقطه : توان سری روش به دیفرانسیل معادله حل ۴ . ۶
فروبنیوس روش یا

دیفرانسیل معادله در f2(x) و f1(x) ،f0(x) توابع مواقع از بسیاری در

f2(x)y
′′ + f1(x)y + f0(x)y = 0

است f2(x0) = 0 که این یا نم باشد. عادی نقطه ی x0 نقطه لذا و نیستند تحلیل x = x0 در
هر در داریم. لازم x0 در را معادله جواب که زمان برای نم کند کار عادی نقطه روش نتیجه در و
کرد مطالعه را ل مش این فروبنیوس نام به آلمان ریاضیدان اما نیست. کارگشا ٢ . ٨ . ۶ قضیه صورت
م شناسند. فروبنیوس روش نام با را روش این منابع بعض در امروزه که کند ابداع روش توانستند و

م کنیم. آغاز زیر تعریف با م دهیم. آموزش را فروبنیوس روش بخش این در
دیفرانسیل معادله از x = x0 عادی غیر نقطه گوییم .١ . ۴ . ۶ تعریف

f2(x)y
′′ + f1(x)y

′ + f0(x)y = 0

به f2(x) بر تقسیم با بتوانیم را بالا دیفرانسیل معادله هرگاه است منظم) (نامنفرد منظم عادی غیر
هستند. تحلیل x0 در β(x) و α(x) آن در که بنویسیم y′′+ α(x)

x−x0
y′+ β(x)

(x−x0)2
y = 0 صورت

گوییم. نامنظم) (منفرد نامنظم عادی غیر را نقطه صورت این غیر در

x0 = 0, 2 نقاط 2x(x − 2)2 + 3xy′ + (x − 2)y = 0 دیفرانسیل معادله برای .٢ . ۴ . ۶ مثال
حال .y′′ + 3

2(x−2)2
y′ + 1

2x(x−2)
y = 0 داریم 2x(x− 2)2 بر معادله تقسیم با است. عادی غیر

داریم و م دهیم قرار نظر مد را x0 = 0 نقطه

0 = y′′ +
3

2(x− 2)2
y′ +

1

2x(x− 2)
y = y′′ +

3x
2(x−2)2

x
y′ +

x
2(x−2)

x2
y.
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نتیجه در و هستند تحلیل x0 = 0 در β(x) = x
2(x−2)

و α(x) = 3x
2(x−2)2

که است واضح
داریم و م دهیم قرار نظر مد را x0 = 2 نقطه حال است. منظم غیرعادی نقطه x0 = 0

0 = y′′ +
3

2(x− 2)2
y′ +

1

2x(x− 2)
y = y′′ +

3
2(x−2)

x− 2
y′ +

(x−2)
2x

(x− 2)2
y.

غیرعادی نقطه x0 = 2 نتیجه در و نیست تحلیل x0 = 2 در α(x) = 3
2(x−2)

که است واضح
است. نامنظم

م پذیریم. اثبات بدون را زیر قضیه اکنون
دیفرانسیل معادله برای منظم عادی غیر نقطه ی x = x0 کنیم فرض .٣ . ۴ . ۶ قضیه

f2(x)y
′′ + f1(x)y

′ + f0(x)y = 0

بالا دیفرانسیل معادله صورت این در هستند. تحلیل f2(x) و f1(x) ،f0(x) آن در که باشد
فرم به جواب ی کم دست

y = (x− x0)
r

∞∑
n=0

an(x− x0)
n (a0 ̸= 0)

باشد. ناصفر a0 که م شود انتخاب گونه ای به و است مختلط یا حقیق عدد ی r آن در که دارد

در را f2(x)y′′ + f1(x)y
′ + f0(x)y = 0 معادله از جواب ی تیلور سری فرم ٣ . ۴ . ۶ قضیه

اما نیست). ما بحث مورد نامنظم عادی غیر (نقطه م دهد قرار ما اختیار x0 منظم عادی غیر نقطه
مرتبه زیرا داریم. خط مستقل جواب دو به نیاز بالا دیفرانسیل معادله عموم جواب نوشتن برای

کم با را خط مستقل جواب دو ساختن به مربوط روش ادامه در است! دو بالا، دیفرانسیل معادله
م کنیم. شروع زیر تذکر با م دهیم. دست به ٣ . ۴ . ۶ قضیه در شده داده جواب فرم

ما برای را بالا دیفرانسیل معادله از جواب ی تیلور سری فرم ٣ . ۴ . ۶ قضیه چون .۴ . ۴ . ۶ تذکر
دوم بخش روش همان به بالا دیفرانسیل معادله در تیلور سری این ذاری جای با است، کرده مشخص
چپ سمت در و است صفر راست سمت در xr ضریب که این از عادی)، نقطه (روش فصل این
که م آید دست به ما برای مهم معادله است، xr ضریب r2 + [α(x0)− 1]r + β(x0) عبارت

م شود. زیر تعریف به منجبر آن رفته و شسته

f2(x)y
′′ + f1(x)y

′ + f0(x)y = 0 دیفرانسیل معادله برای x0 کنیم فرض .۵ . ۴ . ۶ تعریف
(r مجهول متغیر حسب (بر دوم درجه معادله به صورت این در باشد. منظم عادی غیر

r2 + [α(x0)− 1]r + β(x0) = 0

به f2(x) بر دیفرانسیل معادله تقسیم با β(x) و α(x) آن در که گوییم x0 برای شاخص معادله
نمادهای شاخص معادله ریشه های به م شوند. حاصل y′′+ α(x)

x−x0
y′+ β(x)

(x−x0)2
y = 0 صورت

گوییم. x0 در تکینگ
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داریم است. عادی غیر x0 = 0 نقطه 2xy′′ + y′ − 2y = 0 دیفرانسیل معادله برای .۶ . ۴ . ۶ مثال

پس هستند. تحلیل x0 = 0 در دو هر و β(x) = x و α(x) = 1
2

اکنون .y′′+
1
2

x
y′− x

x2y = 0
صورت به x0 = 0 برای شاخص معادله است. منظم عادی غیر نقطه x0 = 0

r2 + [α(0)− 1]r + β(0) = r2 − 1

2
r = 0

هستند. x0 = 0 تکینگ نمادهای 1
2

و 0 است.

م پذیریم. اثبات بدون را قضیه این کنیم. بیان را بخش این اساس قضیه که داریم آمادگ اکنون
که کنیم نشان خاطر باید جا همین آورد. خواهیم را مثال هایی ٧ . ۴ . ۶ قضیه بهتر درک برای سپس
زیرا نیست. ما بررس مورد زیر قضیه از ((١) حالت (یعن باشد مختلط شاخص معادله ریشه های
توابع نوع این با مختلط توابع یا مهندس ریاض درس در که است xa+ib تابع دقیق تعریف به نیاز

م شوید. آشنا
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دیفرانسیل معادله شاخص معادله ریشه های r2 و r1 کنیم فرض .٧ . ۴ . ۶ قضیه

f2(x)y
′′ + f1(x)y

′ + f0(x)y = 0

کنیم فرض همچنین باشد. x = x0 منظم عادی غیر نقطه در

y1 = (x− x0)
r1

∞∑
n=0

an(x− x0)
n

داریم صورت این در م شود. حاصل ٣ . ۴ . ۶ قضیه از که باشد اول پایه جواب
ناصفر) خودکار (و صحیح غیر عددی آنها تفاضل و متمایز ریشه دو r2 و r1 اگر .(١) حالت

فرم به دوم پایه جواب آنگاه باشد

y2 = (x− x0)
r2

∞∑
n=0

bn(x− x0)
n

با متمایز و هستند هم مزدوج ریشه ها زیرا م گیرد. جای حالت همین در مختلط ریشه (دو است
صحیح). غیر تفاضل

فرم به دوم پایه جواب آنگاه باشد (تکراری) مضاعف ریشه r1 = r2 = r اگر .(٢) حالت

y2 = y1 ln(x− x0) + (x− x0)
r

∞∑
n=1

bn(x− x0)
n

م شود). شروع ی از دوم مای سی (اندیس است
باشد ناصفر) خودکار (و صحیح عددی آنها تفاضل و متمایز ریشه دو r2 و r1 اگر .(٣) حالت

فرم به دوم پایه جواب آنگاه r1 > r2 و

y2 = cy1 ln(x− x0) + (x− x0)
r2

∞∑
n=0

bn(x− x0)
n

است). ثابت y2 در c) است

کنیم. پیدا را 4xy′′ + 2(1 − x)y′ − y = 0 دیفرانسیل معادله جواب م خواهیم .٨ . ۴ . ۶ مثال
داریم 4x بر دیفرانسیل معادله تقسیم با اما است. عادی غیر نقطه x0 = 0 که است واضح

y′′ +
1−x
2

x
y′ −

−x
4

x2
= 0

عادی غیر x0 = 0 نتیجه در و هستند تحلیل x0 = 0 در که β(x) = −x
4

و α(x) = 1−x
2

لذا و

٢١٣



داریم ر دی طرف از است. منظم

0 = r2 + [α(x0)− 1]r + β(x0) = r2 − 1

2
r.

قضیه در (١) حالت پس دارند. صحیح غیر تفاضل و هستند متمایز که r2 =
1
2

و r1 = 0 بنابراین
زیاد محاسبات از پرهیز و راحت برای ،٧ . ۴ . ۶ قضیه از حالت این در اکنون است. داده رخ ٧ . ۴ . ۶

داریم زیر صورت به جواب ی م کنیم فرض ٣ . ۴ . ۶ قضیه طبق موقتا

y = (x− x0)
r

∞∑
n=0

an(x− x0)
n = (x− 0)r

∞∑
n=0

an(x− 0)n =
∞∑
n=0

anx
n+r.

لذا

y′ =
∞∑
n=0

(n+ r)anx
n+r−1 y′′ =

∞∑
n=0

(n+ r)(n+ r − 1)anx
n+r−2

داریم دیفرانسیل معادله در بالا موارد همه ذاری جای با و

4x
∞∑
n=0

(n+ r)(n+ r − 1)anx
n+r−2 + 2(1− x)

∞∑
n=0

(n+ r)anx
n+r−1

−
∞∑
n=0

anx
n+r = 0

م کنیم منتقل ما سی داخل به را عبارت
∞∑
n=0

[2(n+ r)(2n+ 2r − 1)]anx
n+r−1 +

∞∑
n=0

−(2n+ 2r + 1)anx
n+r = 0.

چپ سمت در xk+r ضریب لذا است. صفر با برابر تساوی راست سمت در xk+r ضریب که داریم
کردن متحد با است. [2(k+ r+ 1)(2k+ 2r+ 1)]ak+1 − (2k+ 2r+ 1)ak با برابر تساوی

داریم تساوی طرف دو در درجه ها هم ضرایب

[2(k + r + 1)(2k + 2r + 1)]ak+1 − (2k + 2r + 1)ak = 0.

دنباله در را r = r1 = 0 اکنون .ak+1 =
1

2(k+r+1)
ak داریم را زیر بازگشت دنباله سازی مرتب با

برای است. محاسبه a0 برحسب ضرایب همه حال .ak+1 =
1

2(k+1)
ak لذا و م دهیم قرار بازگشت

داریم مثال

a1 =
1

2(0 + 1)
a0 =

1

2
a0

a2 =
1

2(1 + 1)
a1 =

1

8
a0

٢١۴



کنیم. ذاری جای را r = r1 = 0 و anها ،y در است کاف زیرا است! دسترس در y1 جواب اکنون
پس

y1 = a0x
0 + a1x+ a2x

2 + ... = a0(1 +
1

2
x+

1

8
x2 + ...).

است جواب ی جواب مضرب هر و هستیم پایه جواب دنبال زیرا یریم. ب نظر در a0 = 1 م توانیم
نماینده عنوان به را a0 = 1 و م کنیم اعمال انتها در را پارامتر است. (ثابت) پارامتر مانند a0 و

پس م گیریم.

y1 = 1 +
1

2
x+

1

8
x2 + · · · .

پایه جواب حال . 1
R

= limx→0
ak+1

ak
= 0 زیرا است. بینهایت توان سری این رایی هم شعاع

نقش و دهیم قرار r = r2 =
1
2

بازگشت دنباله در است کاف م نویسیم. ٧ . ۴ . ۶ قضیه طبق را دوم
برای است. محاسبه b0 برحسب ضرایب همه حال .bk+1 =

1
2k+3

bk پس کنیم. عوض bk با را ak
داریم مثال

b1 =
1

2× 0 + 3
b0 =

1

3
b0

b2 =
1

2× 1 + 3
b1 =

1

15
b0

مقادیر an جای به و ذاری جای r = r2 = 1
2

مقدار y در زیرا است! دسترس در y2 جواب اکنون
پس م کنیم. ذاری جای را bn

y2 = x
1
2 [b0x

0 + b1x+ b2x
2 + ...] = b0x

1
2 (1 +

1

3
x+

1

15
x2 + ...).

است جواب ی جواب مضرب هر و هستیم پایه جواب دنبال زیرا یریم. ب نظر در b0 = 1 م توانیم
م گیریم. نماینده عنوان به را b0 = 1 و م کنیم اعمال انتها در را پارامتر است. پارامتر مانند b0 و

پس
y2 = x

1
2 (1 +

1

3
x+

1

15
x2 + · · ·).

صورت به عموم جواب بنابراین کنید). (بررس است بینهایت توان سری این رایی هم شعاع
جواب پایه سری دو هر شعاع زیرا است حقیق اعداد کل در جواب این و است yg = c1y1+ c2y2

بود. بینهایت

است واضح کنیم. پیدا را xy′′ + y′ + 2y = 0 دیفرانسیل معادله جواب م خواهیم .٩ . ۴ . ۶ مثال
لذا و y′′ + 1

x
y′ + 2x

x2 y = 0 داریم x بر معادله تقسیم با اما است. عادی غیر نقطه x0 = 0 که
منظم عادی غیر x0 = 0 نتیجه در و هستند تحلیل x0 = 0 در که β(x) = 2x و α(x) = 1

داریم ر دی طرف از است.

0 = r2 + [α(x0)− 1]r + β(x0) = r2.

٢١۵



جواب ی بنابراین است. داده رخ ٧ . ۴ . ۶ قضیه در (٢) حالت پس . r = r1 = r2 = 0 بنابراین
داریم زیر صورت به پایه

y1 = (x− x0)
r

∞∑
n=0

an(x− x0)
n = (x− 0)0

∞∑
n=0

an(x− 0)n =
∞∑
n=0

anx
n.

لذا

y′1 =
∞∑
n=0

nanx
n−1 y′′2 =

∞∑
n=0

n(n− 1)anx
n−2

داریم سازی مرتب و بالا موارد همه ذاری جای با و

∞∑
n=0

n2anx
n−1 +

∞∑
n=0

2anx
n = 0

تساوی چپ سمت در xk ضریب لذا است. صفر با برابر تساوی راست سمت در xk ضریب که داریم
داریم تساوی طرف دو در درجه ها هم ضرایب کردن متحد با است. (k + 1)2ak+1 + 2ak با برابر

(k + 1)2ak+1 + 2ak = 0.

محاسبه قابل a0 برحسب ضرایب همه حال .ak+1 = −2
(k+1)2

ak داریم را زیر بازگشت دنباله پس
داریم مثال برای است.

a1 =
−2

1
a0 = −2a0

a2 =
−2

(1 + 1)2
a1 = a0

پس است! دسترس در y1 جواب اکنون

y1 = a0x
0 + a1x+ a2x

2 + ... = a0(1− 2x+ x2 + ...).

است جواب ی جواب مضرب هر و هستیم پایه جواب دنبال زیرا یریم. ب نظر در a0 = 1 م توانیم
م گیریم. نماینده عنوان به را a0 = 1 و م کنیم اعمال انتها در را پارامتر است. پارامتر مانند a0 و

م نویسیم ٧ . ۴ . ۶ قضیه کم به را دوم پایه جواب حال .y1 = 1− 2x+ x2 + · · · پس

y2 = y1 ln(x− x0) + (x− x0)
r

∞∑
n=1

bn(x− x0)
n = y1 lnx+

∞∑
n=1

bnx
n.
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لذا

y′2 = y′1 lnx+
y1
x

+
∞∑
n=1

nbnx
n−1

y′′2 = y′′1 lnx+
2y′1
x

− y1
x2

+
∞∑
n=1

n(n− 1)bnx
n−2

داریم سازی مرتب و دیفرانسیل معادله در بالا موارد همه ذاری جای با و

(xy′′1 + y′1 + 2y1) ln x+ 2y′1 +
∞∑
n=1

(n2 − n+ 2)bnx
n +

∞∑
n=1

nbnx
n−1 = 0.

پس ونه؟). (چ است صفر بالا در lnx ضریب پس است جواب y1 که شود دقت

2y′1 +
∞∑
n=1

(n2 − n+ 2)bnx
n +

∞∑
n=1

nbnx
n−1 = 0.

داریم y′1 ذاری جای با

− 4 + 4x+ · · ·+
∞∑
n=1

(n2 − n+ 2)bnx
n +

∞∑
n=1

nbnx
n−1 = 0.

یعن م دهد. را −4 + b1 = 0 معادله x0 ضریب مثلا م کنیم. حساب را bn ضریب چند حال
آخر. ال و b2 = −6 پس م دهد. را 4 + 2b1 + 2b2 = 0 معادله x ضریب مثلا یا .b1 = 4

زیرا است! دسترس در y2 پایه جواب اکنون

y2 = y1 lnx+ (4x− 6x2 + · · ·).

است. yg = c1y1 + c2y2 صورت به عموم جواب بنابراین

است واضح کنیم. پیدا را xy′′−2y′+y = 0 دیفرانسیل معادله جواب م خواهیم .١٠ . ۴ . ۶ مثال
لذا و y′′ + −2

x
y′ + x

x2y = 0 داریم x بر معادله تقسیم با اما است. عادی غیر نقطه x0 = 0 که
منظم عادی غیر x0 = 0 نتیجه در و هستند تحلیل x0 = 0 در که β(x) = x و α(x) = −2

داریم ر دی طرف از است.

0 = r2 + [α(x0)− 1]r + β(x0) = r2 − 3r.

.r1 > r2 شود دقت است. داده رخ ٧ . ۴ . ۶ قضیه در (٣) حالت پس .r2 = 0 و r1 = 3 بنابراین
صورت به پایه جواب ی یعن

y1 = (x− x0)
r1

∞∑
n=0

an(x− x0)
n = x3

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

anx
n+3.
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لذا

y′1 =
∞∑
n=0

(n+ 3)anx
n+2 y′′1 =

∞∑
n=0

(n+ 3)(n+ 2)anx
n+1

داریم سازی مرتب و دیفرانسیل معادله در بالا موارد همه ذاری جای با و

∞∑
n=0

n(n+ 3)anx
n+2 +

∞∑
n=0

anx
n+3 = 0

کردن متحد با .(k + 1)(k + 4)ak+2 + ak با است برابر تساوی چپ سمت در xk+3 ضریب لذا
داریم تساوی طرف دو در درجه ها هم ضرایب

(k + 1)(k + 4)ak+2 + ak = 0.

داریم را زیر بازگشت دنباله لذا

ak+2 =
−1

(k + 1)(k + 4)
ak.

داریم مثال برای است. محاسبه a0 برحسب ضرایب همه حال

a1 =
−1

4
a0

a2 =
−1

10
a1 =

−1

40
a0

زیرا است! دسترس در y1 جواب اکنون

y1 =
∞∑
n=0

anx
n+3 = a0x

3 + a1x
4 + a2x

5 + ... = a0(x
3 − 1

4
x4 +

1

40
x5 + ...).

است جواب ی جواب مضرب هر و هستیم پایه جواب دنبال زیرا یریم. ب نظر در a0 = 1 م توانیم
م گیریم. نماینده عنوان به را a0 = 1 و م کنیم اعمال انتها در را پارامتر است. پارامتر مانند a0 و

پس
y1 = x3 − 1

4
x4 +

1

40
x5 − · · · .

م نویسیم ٧ . ۴ . ۶ قضیه کم به را دوم پایه جواب حال

y2 = cy1 ln(x− x0) + (x− x0)
r2

∞∑
n=1

bn(x− x0)
n = cy1 lnx+

∞∑
n=0

bnx
n.
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لذا

y′2 = cy′1 lnx+
cy1
x

+
∞∑
n=0

nbnx
n−1

y′′2 = cy′′1 lnx+
2cy′1
x

− cy1
x2

+
∞∑
n=0

n(n− 1)bnx
n−2

داریم سازی مرتب و دیفرانسیل معادله در بالا موارد همه ذاری جای با و

(xy′′1 − 2y′1 + y1)c lnx+ 2cy′1 −
3cy1
x

+
∞∑
n=0

n(n− 3)bnx
n−1 +

∞∑
n=0

bnx
n = 0.

پس ونه؟). (چ است صفر بالا در c lnx ضریب پس است جواب y1 که شود دقت

2cy′1 −
3cy1
x

+
∞∑
n=0

n(n− 3)bnx
n−1 +

∞∑
n=0

bnx
n = 0.

داریم y′1 و y1 ذاری جای با

2c(3x2 − x3 + · · ·)− 3c(x2 − 1

4
x3 + · · ·)+

∞∑
n=0

n(n− 3)bnx
n−1 +

∞∑
n=0

bnx
n = 0.

ضریب مثلا م آیند. دست به b3 و b0 حسب بر ضرایب همه م کنیم. حساب را bn ضریب چند حال
−2b2+ b1 = 0 معادله x ضریب مثلا یا .b1 = 1

2
b0 یعن م دهد. را −2b1+ b0 = 0 معادله x0

.c = −1
12
b0 پس م دهد. را 6c−3c+0+ b2 = 0 معادله x2 ضریب .b2 = 1

4
b0 پس م دهد. را

دسترس در y2 پایه جواب اکنون آخر. ال و است b4 = −1
4
b3− 5

192
b0 صورت به x3 ضریب مشابه

زیرا است!

y2 =
−1

12
b0y1 lnx+ b0(1 +

1

2
x+

1

4
x2 − 5

192
x4 + · · ·)+

b3(x
3 − 1

4
x4 + · · ·).

پارامتر دو است، دو دیفرانسیل معادله مرتبه چون است. b0 بر علاوه جدید پارامتر ی هم b3 پس
م توانیم نتیجه در دارد. پارامتر دو خود y2 اما .y2 برای ری دی و y1 برای ی نیست لازم بیشتر
حال است! y1 همان b3 با متناظر پرانتز که شود دقت ضمنا .b3 = 0 یعن کنیم نظر صرف b3 از

لذا م کنیم. اعمال انتها در را پارامتر و b0 = 1 م کنیم فرض قبل مشابه

y2 =
−1

12
y1 lnx+ (1 +

1

2
x+

1

4
x2 − 5

192
x4 + · · ·).

است. yg = c1y1 + c2y2 صورت به عموم جواب بنابراین
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صورت به که بودنند چندجمله ای دیفرانسیل معادله ضرایب همیشه بالا مثال های در .١١ . ۴ . ۶ تذکر
توابع ضرایب گاه اما م شد! خودشان آنها م لورن) (سری تیلور سری و هستند تحلیل خودکار
توابع این م لورن) (سری تیلور سری باید شرایط چنین در هستند. ... و cosx یا ex مانند تحلیل

ببینید). را ١٢ . ۴ . ۶ (تمرین کنیم لحاظ را تحلیل

پیدا فروبنیوس روش به را xy′′ + 2xy′ + 6exy = 0 دیفرانسیل معادله جواب .١٢ . ۴ . ۶ تمرین
کنید.

داریم x بر دیفرانسیل معادله تقسیم با اما است. عادی غیر نقطه x0 = 0 که است واضح حل.
و هستند تحلیل x0 = 0 در که β(x) = 6xex و α(x) = 2x لذا و y′′ + 2x

x
y′ + 6xex

x2 y = 0

داریم ر دی طرف از است. منظم عادی غیر x0 = 0 نتیجه در

0 = r2 + [α(x0)− 1]r + β(x0) = r2 − r.

.r1 > r2 شود دقت است. داده رخ ٧ . ۴ . ۶ قضیه در (٣) حالت پس .r2 = 0 و r1 = 1 بنابراین
صورت به پایه جواب ی یعن

y1 = (x− x0)
r1

∞∑
n=0

an(x− x0)
n = x

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

anx
n+1.

لذا

y′1 =
∞∑
n=0

(n+ 1)anx
n y′′1 =

∞∑
n=0

n(n+ 1)anx
n−1

صورت به x0 = 0 در ex م لورن) (سری تیلور سری که م دانید همچنین

ex = 1 + x+
1

2
x2 + · · ·

داریم دیفرانسیل معادله در بالا موارد همه ذاری جای با حال است.

x
∞∑
n=0

n(n+ 1)anx
n−1 + 2x

∞∑
n=0

(n+ 1)anx
n+

6(1 + x+
1

2
x2 + · · ·)

∞∑
n=0

anx
n+1 = 0

کنید!) مراقبت را دقتتان و کنید حوصله شدت (به م کنیم سازی مرتب
∞∑
n=0

n(n+ 1)anx
n +

∞∑
n=0

2(n+ 1)anx
n+1+

∞∑
n=0

6anx
n+1 +

∞∑
n=0

6anx
n+2 +

∞∑
n=0

3anx
n+3 + · · · = 0
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معادله ما به x ضریب م کنیم. حساب را ضریب چند هستند. محاسبه قابل a0 حسب بر ضرایب همه
6a2+4a1+6a1+ معادله ما به x2 ضریب .a1 = −4a0 لذا م دهد. را 2a1+2a0+6a0 = 0
12a3+6a2+6a2+6a1+3a0 = 0 معادله ما به x3 ضریب .a2 = 17

3
a0 لذا م دهد. را 6a0 = 0

زیرا است! دسترس در y1 جواب اکنون آخر. ال و a3 = −47
12

a0 لذا م دهد. را

y1 =
∞∑
n=0

anx
n+1 =

a0x+ a1x
2 + a2x

3 + a3x
4 + ... = a0(x− 4x2 +

17

3
x3 − 47

12
x4 + · · ·).

است جواب ی جواب مضرب هر و هستیم پایه جواب دنبال زیرا یریم. ب نظر در a0 = 1 م توانیم
م گیریم. نماینده عنوان به را a0 = 1 و م کنیم اعمال انتها در را پارامتر است. پارامتر مانند a0 و

پس
y1 = x− 4x2 +

17

3
x3 − 47

12
x4 + · · · .

م نویسیم ٧ . ۴ . ۶ قضیه کم به را دوم پایه جواب حال

y2 = cy1 ln(x− x0) + (x− x0)
r2

∞∑
n=1

bn(x− x0)
n = cy1 lnx+

∞∑
n=0

bnx
n.

لذا

y′2 = cy′1 lnx+
cy1
x

+
∞∑
n=0

nbnx
n−1

y′′2 = cy′′1 lnx+
2cy′1
x

− cy1
x2

+
∞∑
n=0

n(n− 1)bnx
n−2

حوصله!) (با داریم دیفرانسیل معادله در بالا موارد همه ذاری جای با و

cxy′′1 lnx+ 2cy′1 −
cy1
x

+
∞∑
n=0

n(n− 1)bnx
n−1+

2cxy′1 lnx+ 2cy1 +
∞∑
n=0

2nbnx
n+

(6 + 6x+ 3x2 + · · ·)(cy1 lnx+
∞∑
n=0

bnx
n) = 0
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داریم سازی مرتب و

(xy′′1 + 2xy′1 + 6(1 + x+
1

2
x2 + · · ·)y1)c lnx+

2cy′1 −
cy1
x

+ 2cy1

∞∑
n=0

n(n− 1)bnx
n−1 +

∞∑
n=0

2nbnx
n+

(6 + 6x+ 3x2 + · · ·)(
∞∑
n=0

bnx
n) = 0

پس ونه؟). (چ است صفر بالا در c lnx ضریب پس است جواب y1 که شود دقت

2cy′1 −
cy1
x

+ 2cy1

∞∑
n=0

n(n− 1)bnx
n−1 +

∞∑
n=0

2nbnx
n+

∞∑
n=0

6bnx
n +

∞∑
n=0

6bnx
n+1 +

∞∑
n=0

3bnx
n+2 + · · · = 0

م نویسیم) را جمله دو فقط راحت (برای داریم y′1 و y1 ذاری جای با

2c(1− 8x+ · · ·)− c(1− 4x+ · · ·) + 2c(x− 4x2 + · · ·)
∞∑
n=0

n(n− 1)bnx
n−1 +

∞∑
n=0

2nbnx
n+

∞∑
n=0

6bnx
n +

∞∑
n=0

6bnx
n+1 +

∞∑
n=0

3bnx
n+2 + · · · = 0

مثلا م آیند. دست به b1 و b0 حسب بر ضرایب همه م کنیم. حساب را bn ضریب چند حال
معادله x ضریب مثلا یا .c = −6b0 یعن م دهد. را 2c − c + 6b0 = 0 معادله x0 ضریب
(برای b2 = −33b0 − 4b1 پس م دهد. را −16c+4c+2c+2b2 +2b1 +6b1 +6b0 = 0
است! دسترس در y2 پایه جواب اکنون آخر. ال و b3است) = 449

6
b0 +

34
6
b1 ،x2 ضریب تمرین،

زیرا

y2 = cy1 lnx+ (b0 + b1x+ b2x
2 + b3x

3 + · · ·) = −6b0y1 lnx+

(b0 + b1x+ (−33b0 − 4b1)x
2 + (

449

6
b0 +

34

6
b1)x

3 + · · ·) =

− 6b0y1 lnx+ b0(1− 33x2 +
449

6
x3 + · · ·) + b1(x− 4x2 +

17

3
x3 + · · ·).
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پارامتر دو است، دو دیفرانسیل معادله مرتبه چون است. b0 بر علاوه جدید پارامتر ی هم b1 پس
م توانیم نتیجه در دارد. پارامتر دو خود y2 اما .y2 برای ری دی و y1 برای ی نیست لازم بیشتر
حال است! y1 همان b1 با متناظر پرانتز که شود دقت ضمنا .b1 = 0 یعن کنیم نظر صرف b1 از

لذا م کنیم. اعمال انتها در را پارامتر و b0 = 1 م کنیم فرض قبل مشابه

y2 = −6y1 lnx+ (1− 33x2 +
449

6
x3 + · · ·).

نباشید!). (خسته است yg = c1y1 + c2y2 صورت به عموم جواب بنابراین

فروبنیوس روش به را 2xy′′ + (1 + x)y′ − 2y = 0 دیفرانسیل معادله جواب .١٣ . ۴ . ۶ تمرین
کنید. پیدا x0 = 0 در

داریم 2x بر دیفرانسیل معادله تقسیم با اما است. عادی غیر نقطه x0 = 0 که است واضح حل.
و هستند تحلیل x0 = 0 در که β(x) = −x و α(x) = 1+x

2
لذا و y′′ +

1+x
2

x
y′ − x

x2y = 0

داریم ر دی طرف از است. منظم عادی غیر x0 = 0 نتیجه در

0 = r2 + [α(x0)− 1]r + β(x0) = r2 − 1

2
r.

قضیه در (١) حالت پس دارند. صحیح غیر تفاضل و هستند متمایز که r2 =
1
2

و r1 = 0 بنابراین
زیاد محاسبات از پرهیز و راحت برای ،٧ . ۴ . ۶ قضیه از حالت این در اکنون است. داده رخ ٧ . ۴ . ۶

داریم زیر صورت به جواب ی م کنیم فرض ٣ . ۴ . ۶ قضیه طبق موقتا

y = (x− x0)
r

∞∑
n=0

an(x− x0)
n = (x− 0)r

∞∑
n=0

an(x− 0)n =
∞∑
n=0

anx
n+r.

لذا

y′ =
∞∑
n=0

(n+ r)anx
n+r−1 y′′ =

∞∑
n=0

(n+ r)(n+ r − 1)anx
n+r−2

داریم دیفرانسیل معادله در بالا موارد همه ذاری جای با و

2x
∞∑
n=0

(n+ r)(n+ r − 1)anx
n+r−2 + (1 + x)

∞∑
n=0

(n+ r)anx
n+r−1

− 2
∞∑
n=0

anx
n+r = 0

م کنیم مرتب و م کنیم منتقل ما سی داخل به را عبارت
∞∑
n=0

(n+ r)(2n+ 2r − 1)anx
n+r−1 +

∞∑
n=0

(n+ r − 2)anx
n+r = 0.
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چپ سمت در xk+r ضریب لذا است. صفر با برابر تساوی راست سمت در xk+r ضریب که داریم
ضرایب کردن متحد با است. (k+ r+1)(2k+2r+1)ak+1+(k+ r−2)ak با برابر تساوی

داریم تساوی طرف دو در درجه ها هم

(k + r + 1)(2k + 2r + 1)ak+1 + (k + r − 2)ak = 0.

r = r1 = 0 اکنون .ak+1 = − k+r−2
(k+r+1)(2k+2r+1)

ak داریم را زیر بازگشت دنباله سازی مرتب با
a0 برحسب ضرایب همه حال .ak+1 = − k−2

(k+1)(2k+1)
ak لذا و م دهیم قرار بازگشت دنباله در را

داریم مثال برای است. محاسبه

a1 =
2

1
a0 = 2a0 a2 =

1

6
a1 =

1

3
a0

کنیم. ذاری جای را r = r1 = 0 و anها ،y در است کاف زیرا است! دسترس در y1 جواب اکنون
پس

y1 = a0x
0 + a1x+ a2x

2 + ... = a0(1 + 2x+
1

3
x2 + ...).

است جواب ی جواب مضرب هر و هستیم پایه جواب دنبال زیرا یریم. ب نظر در a0 = 1 م توانیم
نماینده عنوان به را a0 = 1 و م کنیم اعمال انتها در را پارامتر است. (ثابت) پارامتر مانند a0 و

پس م گیریم.

y1 = 1 + 2x+
1

3
x2 + · · · .

پایه جواب حال . 1
R

= limx→0
ak+1

ak
= 0 زیرا است. بینهایت توان سری این رایی هم شعاع

نقش و دهیم قرار r = r2 =
1
2

بازگشت دنباله در است کاف م نویسیم. ٧ . ۴ . ۶ قضیه طبق را دوم
محاسبه b0 برحسب ضرایب همه حال .bk+1 = − k− 3

2

(k+ 3
2
)(2k+2)

bk پس کنیم. عوض bk با را ak
داریم مثال برای است.

b1 =
3
2

3
2
× 2

b0 =
1

2
b0 b2 =

1
2

5
2
× 4

b1 =
1

40
b0

مقادیر an جای به و ذاری جای r = r2 = 1
2

مقدار y در زیرا است! دسترس در y2 جواب اکنون
پس م کنیم. ذاری جای را bn

y2 = x
1
2 [b0x

0 + b1x+ b2x
2 + ...] = b0x

1
2 (1 +

1

2
x+

1

40
x2 + ...).

است جواب ی جواب مضرب هر و هستیم پایه جواب دنبال زیرا یریم. ب نظر در b0 = 1 م توانیم
م گیریم. نماینده عنوان به را b0 = 1 و م کنیم اعمال انتها در را پارامتر است. پارامتر مانند b0 و

پس
y2 = x

1
2 (1 +

1

2
x+

1

40
x2 + · · ·).
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صورت به عموم جواب بنابراین کنید). (بررس است بینهایت توان سری این رایی هم شعاع
جواب پایه سری دو هر شعاع زیرا است حقیق اعداد کل در جواب این و است yg = c1y1+ c2y2

بود. بینهایت

فصل کل تمرین های ۵ . ۶

کنید. مشخص را
∑

n=0(n! )x
n توان سری رایی هم دامنه .١ . ۵ . ۶ تمرین

بنویسید. را e3x و sin(2x) م لورن سری .٢ . ۵ . ۶ تمرین

کنید. حساب را cos2 x م لورن سری .٣ . ۵ . ۶ تمرین

x0 = 0 در را y′′+2x2y = 0 دیفرانسیل معادله جواب تیلور سری رای هم شعاع .۴ . ۵ . ۶ تمرین
.(٢ . ١١ . ۶ (نتیجه کنید پیدا

x0 = 0 در توان سری روش به را y′′ − xy = 0 (ایری) دیفرانسیل معادله جواب .۵ . ۵ . ۶ تمرین
نمایید. مشخص را رایی هم شعاع کنید. پیدا

دیفرانسیل معادله .۶ . ۵ . ۶ تمرین

y′′ = sin(xy) y(π) = 1, y′(π) = −1

کنید. حل متوال مشتقات روش به را

x0 = 1 در متوال مشتقات روش به را y′′ + 2x2y = 0 دیفرانسیل معادله جواب .٧ . ۵ . ۶ تمرین
کنید. پیدا

2x(x + 2)y′′ + y′ − xy = 0 معادله تکینگ نمادهای و منظم عادی غیر نقاط .٨ . ۵ . ۶ تمرین
بیابید. را

پیدا (فروبینیوس) سری روش به را xy′′ + y′ − y = 0 دیفرانسیل معادله جواب .٩ . ۵ . ۶ تمرین
کنید.

تشریح امتحان سوالات نمونه ۶ . ۶
معادله از جواب ی فقط سری ها روش از استفاده با اصفهان) صنعت ترم (پایان .١ . ۶ . ۶ سوال

آورید. دست به x0 = 0 حول را xy′′ − 2y = 0 دیفرانسیل

x بر دیفرانسیل معادله تقسیم با اما است. عادی غیر نقطه x0 = 0 که است واضح پاسخ.
نتیجه در و هستند تحلیل x0 = 0 در که β(x) = −2x و α(x) = 0 لذا و y′′− 2x

x2 y = 0 داریم
داریم ر دی طرف از است. منظم عادی غیر x0 = 0

0 = r2 + [α(x0)− 1]r + β(x0) = r2 − r.
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.r1 > r2 شود دقت است. داده رخ ٧ . ۴ . ۶ قضیه در (٣) حالت پس .r2 = 0 و r1 = 1 بنابراین
صورت به پایه جواب ی یعن

y1 = (x− x0)
r1

∞∑
n=0

an(x− x0)
n = x

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

anx
n+1.

لذا

y′1 =
∞∑
n=0

(n+ 1)anx
n y′′1 =

∞∑
n=0

n(n+ 1)anx
n−1

داریم سازی مرتب و دیفرانسیل معادله در بالا موارد همه ذاری جای با و

∞∑
n=0

n(n+ 1)anx
n +

∞∑
n=0

−2anx
n+1 = 0

کردن متحد با .(k+1)(k+2)ak+1− 2ak با است برابر تساوی چپ سمت در xk+1 ضریب لذا
داریم تساوی طرف دو در درجه ها هم ضرایب

(k + 1)(k + 2)ak+1 − 2ak = 0.

محاسبه a0 برحسب ضرایب همه حال .ak+1 = 2
(k+1)(k+2)

ak داریم را زیر بازگشت دنباله لذا
داریم مثال برای است.

a1 =
2

2
a0 = a0 a2 =

2

6
a1 =

1

3
a0

زیرا است! دسترس در y1 جواب اکنون

y1 =
∞∑
n=0

anx
n+1 = a0x+ a1x

2 + a2x
3 + ... = a0(x+ x2 +

1

3
x3 + ...).

است جواب ی جواب مضرب هر و هستیم پایه جواب دنبال زیرا یریم. ب نظر در a0 = 1 م توانیم
پس م گیریم. نماینده عنوان به را a0 = 1 است. پارامتر مانند a0 و

y1 = x+ x2 +
1

3
x3 + · · · .

غیر عادی، غیر عادی، نقاط زیر دیفرانسیل معادله در کبیر) امیر صنعت ترم (پایان .٢ . ۶ . ۶ سوال
کنید. معلوم را نامنظم عادی غیر و منظم عادی

x(x− 1)3y′′ + (2x− 2)y′ + x(x+ 1)y = 0
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هستند. تحلیل حقیق اعداد کل در لذا و هستند چندجمله ای ضرایب که شود دقت ابتدا پاسخ.
نقاط کلیه بنابراین م آید. دست به x0 = 0, 1 یعن عادی غیر نقاط x(x− 1)3 = 0 معادله حل از
x(x− 1)3 بر معادله تقسیم با اکنون است. دیفرانسیل معادله عادی نقطه 1 و 0 جز حقیق اعداد

داریم و م دهیم قرار نظر مد را x0 = 0 نقطه حال .y′′ + 2
x(x−1)2

y′ + x+1
(x−1)3

y = 0 داریم

0 = y′′ +
2

x(x− 1)2
y′ +

x+ 1

(x− 1)3
y = y′′ +

2
(x−1)2

x
y′ +

x2(x+1)
(x−1)3

x2
y.

نتیجه در و هستند تحلیل x0 = 0 در β(x) = x2(x+1)
(x−1)3

و α(x) = 2
(x−1)2

که است واضح
داریم و م دهیم قرار نظر مد را x0 = 1 نقطه حال است. منظم عادی غیر نقطه x0 = 0

0 = y′′ +
2

x(x− 1)2
y′ +

x+ 1

(x− 1)3
y = y′′ +

2
x(x−1)

x− 1
y′ +

(x+1)
x−1

(x− 1)2
y.

عادی غیر نقطه x0 = 1 نتیجه در و نیست تحلیل x0 = 2 در α(x) = 2
x(x−1)

که است واضح
است. نامنظم

توان سری روش به را زیر اولیه شرط با دیفرانسیل معادله اصفهان) صنعت ترم (پایان .٣ . ۶ . ۶ سوال
کنید. حل

y′′ + 2xy′ + y = 3x− 4 y(1) = y′(1) = 0

داریم پاسخ.

f2(x) = 1, f1(x) = 2x, f0(x) = 1, g(x) = 3x− 4.

قرار بر ٢ . ٨ . ۶ قضیه شرایط لذا است. f2(1) = 1 و هستند تحلیل x0 = 1 در بالا توابع تمام
نیاز لذا است، x − 1 توان های حسب بر سری صورت به جواب ،٢ . ٨ . ۶ قضیه طبق چون است.
مرتب x− 1 توان های حسب بر یعن بنویسیم، f2(x) و f1(x) ،f0(x) ،g(x) تیلور سری که داریم

بنابراین کنیم.
f1(x) = 2 + 2(x− 1), g(x) = −1 + 3(x− 1).

جواب کنیم فرض اکنون است. شده مرتب x− 1 توان های حسب بر خودشان f2(x) و f0(x) اما
لذا است. y =

∑∞
n=0 an(x− 1)n صورت به

y′ =
∞∑
n=0

nan(x− 1)n−1 y′′ =
∞∑
n=0

n(n− 1)an(x− 1)n−2

داریم دیفرانسیل معادله در بالا موارد همه ذاری جای با و
∞∑
n=0

n(n− 1)an(x− 1)n−2 + (2 + 2(x− 1))
∞∑
n=0

nan(x− 1)n−1+

∞∑
n=0

an(x− 1)n = −1 + 3(x− 1).
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را اندیس هم ماهای سی و م کنیم منتقل ما سی داخل به را عبارات سپس و انجام را پرانتز ها ضرب
م دهیم قرار هم کنار

∞∑
n=0

n(n− 1)an(x− 1)n−2 +
∞∑
n=0

2nan(x− 1)n−1+

∞∑
n=0

(2n+ 1)an(x− 1)n = −1 + 3(x− 1).

چپ سمت در (x− 1)0 ضریب اما است. −1 با برابر تساوی راست سمت در (x− 1)0 ضریب
داریم تساوی طرف دو در درجه ها هم کردنضرایب متحد با است. 2a2 +2a1 + a0 با برابر تساوی

.a2 = −a1 − 1
2
a0 − 1

2
بنابراین .2a2 + 2a1 + a0 = −1

چپ سمت در x− 1 ضریب اما است. 3 با برابر تساوی راست سمت در x− 1 ضریب که داریم
تساوی طرف دو در درجه ها هم ضرایب کردن متحد با است. 6a3 + 4a2 + 3a1 با برابر تساوی

.a3 = 1
2
+ 1

6
a1 +

1
3
a0 بنابراین .6a3 + 4a2 + 3a1 = 3 داریم

ضریب پس است. صفر با برابر k ≥ 2 برای تساوی راست سمت در (x − 1)k ضریب که داریم
م دهد را زیر معادله (x− 1)k

(k + 2)(k + 1)ak+2 + 2(k + 1)ak+1 + (2k + 1)ak = 0

داریم مثال برای است. محاسبه قابل a1 و a0 برحسب ضرایب همه حال

(2 + 2)(2 + 1)a2+2 + 2(2 + 1)a2+1 + (2× 2 + 1)a2 = 0

12a4 + 6a3 + 5a2 = 0

a4 =
1

3
a1 +

1

24
a0 −

1

24

زیرا است! دسترس در y جواب اکنون

y = a0(x− 1)0 + a1(x− 1) + a2(x− 1)2 + a3(x− 1)3 + ... =

a0(x− 1)0 + a1(x− 1) + (−a1 −
1

2
a0 −

1

2
)(x− 1)2+

(
1

2
+

1

6
a1 +

1

3
a0)(x− 1)3 + ... =

a0(1−
1

2
(x− 1)2 +

1

3
(x− 1)3 + ...)+

a1((x− 1)− (x− 1)2 +
1

6
(x− 1)3 + ...)+

(
−1

2
(x− 1)2 +

1

2
(x− 1)3 + ...).

قضیه جواب فرم در سوم مای سی همان سوم پرانتز هستند. ٢ . ٨ . ۶ قضیه در c′ و c همان a1 و a0
و y(1) = a0 = 0 زیرا است. a0 = a1 = 0 بالا اولیه شرط دو کم با است. ٢ . ٨ . ۶

٢٢٨



نظر مد خصوص جواب پس .y′(1) = a1 = 0

y =
−1

2
(x− 1)2 +

1

2
(x− 1)3 + ...

است.

دیفرانسیل معادله پایه جواب ی اگر کبیر) امیر صنعت ترم (پایان .۴ . ۶ . ۶ سوال

x2y′′ − x(2x+ 3)y′ + 4y = 0

بیابید. را دوم پایه جواب باشد، y1 = x2 + 4x3 + 12x4 + · · · صورت به

x2 بر دیفرانسیل معادله تقسیم با اما است. عادی غیر نقطه x0 = 0 که است واضح پاسخ.
داریم

y′′ − 2x+ 3

x
y′ +

4

x2
y = 0

غیر x0 = 0 نتیجه در و هستند تحلیل x0 = 0 در که β(x) = 4 و α(x) = −2x − 3 لذا و
داریم ر دی طرف از است. منظم عادی

0 = r2 + [α(x0)− 1]r + β(x0) = r2 − 4r + 4.

صورت در اما است. داده رخ ٧ . ۴ . ۶ قضیه در (٢) حالت پس . r = r1 = r2 = 2 بنابراین
پس دارد. اریتم ل جمله دوم پایه جواب ٧ . ۴ . ۶ قضیه طبق زیرا است. داده را اول پایه جواب سوال

م نویسیم

y2 = y1 ln(x− x0) + (x− x0)
r

∞∑
n=1

bn(x− x0)
n = y1 lnx+ x2

∞∑
n=1

bnx
n

= y1 lnx+
∞∑
n=1

bnx
n+2.

لذا

y′2 = y′1 lnx+
y1
x

+
∞∑
n=1

(n+ 2)bnx
n+1

y′′2 = y′′1 lnx+
2y′1
x

− y1
x2

+
∞∑
n=1

(n+ 2)(n+ 1)bnx
n

٢٢٩



داریم دیفرانسیل معادله در بالا موارد همه ذاری جای با و

x2y′′1 lnx+ 2y′1x− y1 +
∞∑
n=1

(n+ 2)(n+ 1)bnx
n+2

− 2y′1x
2 lnx− 2y1x+

∞∑
n=1

−2(n+ 2)bnx
n+3+

4y1 lnx+
∞∑
n=1

4bnx
n+2 = 0

داریم سازی مرتب با

(x2y′′1 − x(2x+ 3)y′1 + 4y1) ln x+ 2y′1x− 2y1x− 4y1+
∞∑
n=1

n2bnx
n+2 −

∞∑
n=1

2(n+ 2)bnx
n+3 = 0.

پس ونه؟). (چ است صفر بالا در lnx ضریب پس است جواب y1 که شود دقت

2y′1x− 2y1x− 4y1+
∞∑
n=1

n2bnx
n+2 −

∞∑
n=1

2(n+ 2)bnx
n+3 = 0.

داریم y′1 و y1 ذاری جای با

(4x2 + 24x3 + 96x4 · · ·)− (2x3 + 8x4 + · · ·)− (4x2 + 16x3 + 48x4 · · ·)

+
∞∑
n=1

n2bnx
n+2 −

∞∑
n=1

2(n+ 2)bnx
n+3 = 0.

پس

(6x3 + 40x4 + · · ·) +
∞∑
n=1

n2bnx
n+2 −

∞∑
n=1

2(n+ 2)bnx
n+3 = 0.

یعن م دهد. را 6 + b1 = 0 معادله x3 ضریب مثلا م کنیم. حساب را bn ضریب چند حال
(چون b2 = −19 پس م دهد. را 40 + 4b2 − 6b1 = 0 معادله x4 ضریب مثلا یا .b1 = −6
اکنون م شود). متوقف جا همین روند است، نداده قرار اختیار در را y1 از بیشتری ضرایب طراح

زیرا است! دسترس در y2 پایه جواب

y2 = y1 lnx+ (−6x3 − 19x4 + · · ·).

٢٣٠



سری روش به را زیر دیفرانسیل معادله خصوص جواب اصفهان) صنعت ترم (پایان .۵ . ۶ . ۶ سوال
است). ضروری سری ها اول جمله ۵ (محاسبه آورید دست به x0 = 1 حول توان

y′′ + x2y − y = 1 + 3x2 y(1) = 1, y′(1) = −1

داریم پاسخ.

f2(x) = 1, f1(x) = x2, f0(x) = −1, g(x) = 1 + 3x2.

قرار بر ٢ . ٨ . ۶ قضیه شرایط لذا است. f2(1) = 1 و هستند تحلیل x0 = 1 در بالا توابع تمام
نیاز لذا است، x − 1 توان های حسب بر سری صورت به جواب ،٢ . ٨ . ۶ قضیه طبق چون است.
مرتب x− 1 توان های حسب بر یعن بنویسیم، f2(x) و f1(x) ،f0(x) ،g(x) تیلور سری که داریم

بنابراین کنیم.

f1(x) = 1 + 2(x− 1) + (x− 1)2, g(x) = 4 + 6(x− 1) + 3(x− 1)2.

جواب کنیم فرض اکنون است. شده مرتب x− 1 توان های حسب بر خودشان f2(x) و f0(x) اما
لذا است. y =

∑∞
n=0 an(x− 1)n صورت به

y′ =
∞∑
n=0

nan(x− 1)n−1 y′′ =
∞∑
n=0

n(n− 1)an(x− 1)n−2

داریم دیفرانسیل معادله در بالا موارد همه ذاری جای با و

∞∑
n=0

n(n− 1)an(x− 1)n−2 + (1 + 2(x− 1) + (x− 1)2)
∞∑
n=0

nan(x− 1)n−1+

∞∑
n=0

an(x− 1)n = 4 + 6(x− 1) + 3(x− 1)2.

را اندیس هم ماهای سی و م کنیم منتقل ما سی داخل به را عبارات سپس و انجام را پرانتز ها ضرب
م دهیم قرار هم کنار

∞∑
n=0

n(n− 1)an(x− 1)n−2 +
∞∑
n=0

nan(x− 1)n−1 +
∞∑
n=0

(2n− 1)an(x− 1)n

∞∑
n=0

nan(x− 1)n+1 = 4 + 6(x− 1) + 3(x− 1)2.

چپ سمت در (x − 1)0 ضریب اما است. 4 با برابر تساوی راست سمت در (x − 1)0 ضریب
داریم تساوی طرف دو در درجه ها هم ضرایب کردن متحد با است. 2a2 + a1 − a0 با برابر تساوی

.a2 = 2− 1
2
a1 +

1
2
a0 بنابراین .2a2 + a1 − a0 = 4

٢٣١



چپ سمت در x− 1 ضریب اما است. 6 با برابر تساوی راست سمت در x− 1 ضریب که داریم
داریم تساوی طرف دو در درجه ها هم ضرایب کردن متحد با است. 6a3+2a2+a1 با برابر تساوی

.a3 = 1
3
− 1

6
a0 بنابراین .6a3 + 2a2 + a1 = 6

سمت در (x− 1)2 ضریب اما است. 3 با برابر تساوی راست سمت در (x− 1)2 ضریب که داریم
دو در درجه ها هم ضرایب کردن متحد با است. 12a4 + 3a3 + 3a2 + a1 با برابر تساوی چپ

.a4 = −1
3
+ 1

24
a1 − 1

24
a0 بنابراین .12a4 + 3a3 + 3a2 + a1 = 3 داریم تساوی طرف

سمت در (x− 1)3 ضریب اما است. 0 با برابر تساوی راست سمت در (x− 1)3 ضریب که داریم
دو در درجه ها هم ضرایب کردن متحد با است. 20a5 + 4a4 + 5a3 + 2a2 با برابر تساوی چپ
ضریب ۵ a5(طراح = −13

60
− 5

6
a1 بنابراین .20a5+4a4+5a3+2a2 = 0 داریم تساوی طرف

زیرا است! دسترس در y جواب اکنون م کند). کفایت جا همین پس خواسته را سری

y = a0(x− 1)0 + a1(x− 1) + a2(x− 1)2 + a3(x− 1)3 + a4(x− 1)4+

a5(x− 1)5 + ... = a0(x− 1)0 + a1(x− 1)+

(2− 1

2
a1 +

1

2
a0)(x− 1)2 + (

1

3
− 1

6
a0)(x− 1)3+

(−1

3
+

1

24
a1 −

1

24
a0)(x− 1)4 + (−13

60
− 5

6
a1)(x− 1)5 + ... =

a0(1 +
1

2
(x− 1)2 − 1

6
(x− 1)3 − 1

24
(x− 1)4)

a1((x− 1)− 1

2
(x− 1)2 +

1

24
(x− 1)4 − 5

6
(x− 1)5)

(2(x− 1)2 +
1

3
(x− 1)3 − 1

3
(x− 1)4 − 13

60
(x− 1)5)

قضیه جواب فرم در سوم مای سی همان سوم پرانتز هستند. ٢ . ٨ . ۶ قضیه در c′ و c همان a1 و a0
و y(1) = a0 = 1 زیرا است. a0 = a1 = 0 بالا اولیه شرط دو کم با است. ٢ . ٨ . ۶

نظر مد خصوص جواب پس .y′(1) = a1 = −1

y = 1 + 3(x− 1)2 +
1

6
(x− 1)3 + ...

است.

سری صورت به را y′′ − y = x2 + 1 معادله جواب اصفهان) صنعت ترم (پایان .۶ . ۶ . ۶ سوال
است. لازم سری ضرایب محاسبه بیابید. x0 = 0 نقطه حول توان

داریم پاسخ.

f2(x) = 1, f1(x) = 0, f0(x) = −1, g(x) = x2 + 1.

قرار بر ٢ . ٨ . ۶ قضیه شرایط لذا است. f2(1) = 1 و هستند تحلیل x0 = 0 در بالا توابع تمام
که داریم نیاز لذا است، x توان های حسب بر سری صورت به جواب ،٢ . ٨ . ۶ قضیه طبق چون است.
همه اما کنیم. مرتب x توان های حسب بر یعن بنویسیم، f2(x) و f1(x) ،f0(x) ،g(x) تیلور سری

٢٣٢



به جواب کنیم فرض اکنون هستند. شده مرتب x توان های حسب بر خودشان و هستند چندجمله ای
لذا است. y =

∑∞
n=0 anx

n صورت

y′ =
∞∑
n=0

nanx
n−1 y′′ =

∞∑
n=0

n(n− 1)anx
n−2

داریم دیفرانسیل معادله در بالا موارد همه ذاری جای با و

∞∑
n=0

n(n− 1)anx
n−2 −

∞∑
n=0

anx
n = x2 + 1

با برابر تساوی چپ سمت در x0 ضریب اما است. 1 با برابر تساوی راست سمت در x0 ضریب
.2a2 − a0 = 1 داریم تساوی طرف دو در درجه ها هم ضرایب کردن متحد با است. 2a2 − a0

.a2 = 1
2
+ 1

2
a0 پس

برابر تساوی چپ سمت در x ضریب اما است. 0 با برابر تساوی راست سمت در x ضریب که داریم
.6a3 − a1 = 0 داریم تساوی طرف دو در درجه ها هم ضرایب کردن متحد با است. 6a3 − a1 با

.a3 = 1
6
a1 پس

برابر تساوی چپ سمت در x2 ضریب اما است. 1 با برابر تساوی راست سمت در x2 ضریب که داریم
.12a4−a2 = 1 داریم تساوی طرف دو در درجه ها هم ضرایب کردن متحد با است. 12a4−a2 با

.a4 = 1
8
+ 1

24
a0 پس م دهیم. ادامه را روند

م دهد دست به را زیر معادله k ≥ 3 که xk ضریب که داریم

(k + 2)(k + 1)ak+2 − ak = 0.

داریم مثال برای است. محاسبه قابل a1 و a0 برحسب ضرایب همه حال

20a4 − a3 = 0

a4 =
1

20
a3 =

1

120
a1

زیرا است! دسترس در y جواب اکنون

y = a0x
0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + a4x

4... =

a0x
0 + a1x+ (

1

2
+

1

2
a0)x

2 + (
1

6
a1)x

3 + (
1

8
+

1

24
a0)x

4 + ... =

a0(1 +
1

2
x2 +

1

24
x4 + ...) + a1(x+

1

6
x3 + ..)+

(
1

2
x2 +

1

8
x4 + ...).

قضیه جواب فرم در سوم مای سی همان سوم پرانتز هستند. ٢ . ٨ . ۶ قضیه در c′ و c همان a1 و a0
است. ٢ . ٨ . ۶

٢٣٣



زیر دیفرانسیل معادله برای جواب پایه ی سری روش به اصفهان) صنعت ترم (پایان .٧ . ۶ . ۶ سوال
بنویسید. را ر دی جواب پایه فرم فقط سپس بیابید. را

x2y′′ + 2xy′ − xy = 0

x2 بر دیفرانسیل معادله تقسیم با اما است. عادی غیر نقطه x0 = 0 که است واضح پاسخ.
و هستند تحلیل x0 = 0 در که β(x) = −x و α(x) = 2 لذا و y′′ + 2

x
y′ − x

x2y = 0 داریم
داریم ر دی طرف از است. منظم عادی غیر x0 = 0 نتیجه در

0 = r2 + [α(x0)− 1]r + β(x0) = r2 + r.

قضیه در (٣) حالت پس دارند. صحیح تفاضل و هستند متمایز که r2 = −1 و r1 = 0 بنابراین
م دهیم قرار اکنون .r1 > r2 که شود دقت است. داده رخ ٧ . ۴ . ۶

y1 = (x− x0)
r1

∞∑
n=0

an(x− x0)
n = (x− 0)r1

∞∑
n=0

an(x− 0)n =
∞∑
n=0

anx
n.

لذا

y′1 =
∞∑
n=0

nanx
n−1 y′′1 =

∞∑
n=0

n(n− 1)anx
n−2

داریم دیفرانسیل معادله در بالا موارد همه ذاری جای با و

x2

∞∑
n=0

n(n− 1)anx
n−2 + 2x

∞∑
n=0

nanx
n−1 − x

∞∑
n=0

anx
n = 0

م کنیم مرتب و م کنیم منتقل ما سی داخل به را عبارت

∞∑
n=0

(n2 + n)anx
n −

∞∑
n=0

anx
n+1 = 0.

هم ضرایب کردن متحد با لذا است. صفر با برابر تساوی راست سمت در xk+1 ضریب که داریم
بازگشت دنباله سازی مرتب با .(k+1)(k+2)ak+1−ak = 0 داریم تساوی طرف دو در درجه ها

داریم مثال برای است. محاسبه a0 برحسب ضرایب همه حال .ak+1 =
1

(k+1)(k+2)
ak داریم را زیر

a1 =
1

2
a0 a2 =

1

6
a1 =

1

12
a0

٢٣۴



است! دسترس در y1 جواب اکنون

y1 = a0 + a1x+ a2x
2 + ... = a0(1 +

1

2
x+

1

12
x2 + ...).

است جواب ی جواب مضرب هر و هستیم پایه جواب دنبال زیرا یریم. ب نظر در a0 = 1 م توانیم
پس م گیریم. نماینده عنوان به را a0 = 1 است. (ثابت) پارامتر مانند a0 و

y1 = 1 +
1

2
x+

1

12
x2 + · · · .

فرم به دوم پایه جواب حال

y2 = cy1 ln(x− x0) + (x− x0)
r2

∞∑
n=0

bn(x− x0)
n = cy1 lnx+ x−1

∞∑
n=0

bnx
n

است). ثابت y2 در c) است

تست  سوالات نمونه ٧ . ۶
دیفرانسیل معادله عادی) (منفرد‐غیر تکین نقطه وضعیت (٧٨ برق (سراسری .١

x2(1− x)y′′ + y′ − y = 0

از است عبارت
است xنامنظم = 1 و منظم x = 0 (١)

است منظم x = 1 و نامنظم x = 0 (٢)
هستند نامنظم دو هر x = 1 و x = 0 (٣)

هستند منظم دو هر x = 1 و x = 0 (٣)

y(0) = 1 شرط با y′ = x2 + y2 دیفرانسیل معادله حل در x3 ضریب (٨٠ معدن (آزاد .٢
است کدام

٠ (۴) 4
3

(٣) 8
3

(٢) 1
3!

(١)

x = 1 حول (2 + x2)y′′ + y′ + y = 0 معادله سری حل اگر (٧٠ انی م (سراسری .٣
با است برابر حاصل سری رایی هم شعاع شود، محاسبه
١ (۴)

√
3 (٣) 3 (٢) ∞ (١)

y(0) = 0 اولیه شرط با e−xy′′+xy′+y = 3 معادله جواب y(x) اگر (٨٠ برق (سراسری .۴
است کدام y′′′(0) آنگاه باشد y′(0) = 1 و

داد پاسخ نم توان (۴) 5 (٣) 2 (٢) 1 (١)

٢٣۵



آنگاه باشد y′′ + x2y = 0 معادله جواب
∑∞

n=0 anx
n اگر (٨١ ریاض (سراسری .۵

an+3 =
an

(n+3)(n+4)
(٢) an+2 =

an
(n+1)(n+2)

(١)
an+4 =

−an
(n+3)(n+4)

(۴) an+3 =
an−1

(n+3)(n+4)
(٣)

دیفرانسیل معادله سری پاسخ رایی هم شعا a مثبت مقدار کدام ازای به (٨۴ برق (سراسری .۶
است R = 5

2
برابر x = −3

2
اطراف در (a2 + x2)y′′ + 2xy′ + 4x2y = 0

1 (۴) 2 (٣) 3 (٢) 3 (١)

4x2y′′ + دیفرانسیل معادله سری صورت به جواب شاخص معادله (٨۶ ریاض (سراسری .٧
است کدام (3x+ 1)y = 0

4r2 + 4r + 1 = 0 (٢) 4r2 − 4r + 1 = 0 (١)
4r2 + 4r − 1 = 0 (۴) 4r2 − 4r − 1 = 0 (٣)

معادله برای جواب ی م تواند زیر توان سری های از ی کدام (٨۶ انی م (سراسری .٨
باشد. 2x2y′′ + xy′ − (x+ 1)y = 0 دیفرانسیل

y = x2
∑∞

n=0 anx
n (٢) y = x

−1
2

∑∞
n=0 anx

n (١)
y = x−2

∑∞
n=0 anx

n (۴) y = x
1
2

∑∞
n=0 anx

n (٣)

y =
∑∞

n=0 anx
n+r صورت به را زیر دیفرانسیل معادله جواب اگر (٨٧ انی م (سراسری .٩

کدامند r مقادیر آنگاه کنیم فرض

2x2y′′ − 3xy + (x+ 3)y = 0

1,−3
2

(۴) 1, 3
2

(٣) −1, 3
2

(٢) −1,−3
2

(١)
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کتاب نامه

، فاطم انتشارات دوم، ویرایش مهری، بهمن و شادمان داریوش ، معمول دیفرانسیل معادلات [١]
.١٣٨٢

صنعت واحد اه دانش جهاد انتشارات مرکز سوم، ویرایش طائری، بیژن دیفرانسیل، معادلات [٢]
.١٣٨۵ اصفهان،

.١٣٨٨ آزاده، انتشارات وکار، نی مسعود ، معمول دیفرانسیل معادلات [٣]

شریف. صنعت اه دانش جعفری، امیر دکتر معمول دیفرانسیل معادلات آموزش فیلم [۴]

[5] F. Ayres, Differential Equations, Schaum’s Outline Series, 1952.

[6] W. E. Boyce and R. C. Diprima, Elementary Differential Equations
and Boundary Value Problems, 10th ed., John Wiley and sons, 2008.
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